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Forord

Denna text vaxte fram ur en enkel idé: att géra de matematiska operationerna
inuti ett litet neuralt ndtverk synliga. I manga introduktioner framstar neurala
natverk som kraftfulla men ogenomskinliga verktyg. Lasaren lar sig att anropa
ett bibliotek, kora en trédning och studera en forlustkurva utan att
noédvandigtvis se foljden av operationer som omvandlar data till ett beslut.
Héar gar vi motsatt vadg. Vi borjar med ett elementdrt geometriskt problem,
tolkar en linjir klassificerare som en artificiell neuron, introducerar
aktiveringsfunktioner, kombinerar neuroner till ett litet natverk och gar steg
for steg vidare till gradienter, gradientnedstigning och bakatpropagering.

Texten ar skriven for ldsare med relativt begransade forkunskaper i analys
och statistik: studenter, larare och sjalvlarda. Malet ar inte att forenkla tills
matematiken forsvinner, utan att organisera framstéllningen sa att varje ny
idé bygger pa ndgot bekant: en punkt i planet, en rét linje, en sammanséattning
av funktioner, en derivata och kedjeregeln. Python- och NumPy-koden uppstar
d& som en naturlig f6ljd av konstruktionen; ekvationer och algoritm &r tva
beskrivningar av samma objekt. Det bésta sattet att ldsa ar darfor med
notebooken dppen bredvid, s att varje steg kan koras och dndras.

Denna text dr en del av NeuralMath-samlingen, tillgédnglig pa 26 sprak. Alla
versioner behdller samma ekvationer, figurer, numeriska exempel och
sektionsnumrering, sd att ldsare med olika sprak kan studera tillsammans. Ett
viktigt hinder for att lara sig matematik och databehandling &r inte bara
begreppsligt utan ocksa sprakligt, och varje lasare fortjanar en ingdng pa sitt
eget sprak.

Mitt mal ar att lasaren ska avsluta resan med en mindre mystisk bild av ett
neuralt natverk. Vi behover inte latsas att moderna neurala system &r enkla.
Det rdcker att visa att det under dagens skala och komplexitet fortfarande
finns matematiska idéer som kan granskas, hérledas, implementeras och
forstas.

Americo CunhaJr. - 2026



Om denna utgava

Detta dr den svenska utgdvan av NeuralMath-
samlingen, en gversattning av det portugisiska
originalet. FILL IN: how the translations were
produced. Den portugisiska texten forblir
referensversionen; vid avvikelser géiller den.
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Den matematiska anatomin hos ett neuralt natverk

Americo Cunha Jr®

Sammanfattning

Vi presenterar en matematisk introduktion till artificiella neurala natverk med utgangspunkt i ett
enkelt klassificeringsproblem. En linjér klassificerare leder naturligt till begreppet artificiell neuron;
dérefter behandlar vi vikter, bias, aktiveringsfunktioner och hur neuroner sétts samman till ett
litet ndtverk. Traning introduceras med hjélp av forlustfunktioner, derivator, gradientnedstigning
och bakatpropagering. Slutligen implementeras modellen direkt i Python, s& att sambandet mellan
ekvationer och algoritm blir tydligt. Syftet dr att visa hur vilkdnda idéer fran analytisk geome-
tri, linjar algebra och differentialkalkyl ger en tillgdnglig grund for att forsta de grundlaggande
mekanismerna i neurala néatverk.

Nyckelord: artificiella neurala natverk; maskininldrning; matematikundervisning; bakatpropage-
ring; Python.

1. Nir kan en dator lira sig?

I vardagen fattar vi klassificeringsbeslut néstan utan att mérka det. Nar vi ser en frukt identifierar
vi den snabbt som ett dpple eller en apelsin; néir ett meddelande kommer till telefonen skiljer vi
ett legitimt samtal fran oonskad reklam; i medicinska analyser kan flera métningar kombineras for
att stodja ett beslut; och i finansiella institutioner bedéms flera uppgifter innan kredit beviljas. I
alla dessa exempel vigs flera egenskaper samman for att ge ett svar.

I manga traditionella datorprogram skrivs reglerna som ger detta svar uttryckligen av programme-
raren. Detta fungerar bra nar reglerna dr kdnda och kan formuleras tydligt. Metoden blir mindre
effektiv nar data varierar mycket eller nér det ar svart att i forvag formulera alla villkor som kravs
for ett bra beslut. Det leder till en naturlig fraga:

Kan vi bygga ett program som lar sig en beslutsregel fran exempel i stdllet for att fa regeln given i
forvig?

Detta dr en av de centrala idéerna inom maskininldrning, ett omrade inom artificiell intelligens
som behandlar metoder for att anpassa modeller till data [2, 3]. T ett 6vervakat inlarningsproblem
far algoritmen exempel tillsammans med deras korrekta svar, och vi sdker en modell som ocksa kan
ge anviandbara forutségelser for fall som inte anvdndes under trédningen. Bland de manga modeller
som utvecklats for detta &ndamal har artificiella neurala ndtverk blivit viktiga i tillampningar som
bildigenkénning, sprakbehandling, signalanalys och tidsserieprognoser [6].
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Anvandningen av neurala natverk som en bro mellan matematik, berdkningar och skolundervisning
har redan diskuterats i Professor de Matemdtica Online av Batista och Martins [1], som presen-
terar en aktivitet med lararutbildning, Python och sifferigenkénning. Den hér artikeln foljer en
kompletterande vig. Vart huvudmal ar att synliggéra den interna matematiken i ett litet neuralt
natverk, med borjan i analytisk geometri och stegvis vidare till gradientberdkning och en manuell
implementering av bakatpropagering.

Trots sofistikationen i moderna tillimpningar kan den matematiska kdrnan i ett neuralt natverk
introduceras med relativt védlkdnda idéer. P& en grundldggande niva ar ett neuralt nétverk en
sammansittning av funktioner vars parametrar anpassas utifran data. Vi borjar med ett enkelt
geometriskt problem, tolkar om en separerande linje som en artificiell neuron, kopplar samman
flera neuroner, studerar aktiveringsfunktionernas roll och visar hur derivator kan anvéndas for att
automatiskt justera nétverkets parametrar. Darefter implementerar vi ett komplett litet exempel
i Python med en direkt motsvarighet mellan ekvationerna och koden.

2. Att representera problemet matematiskt

For att forsta hur ett neuralt ndtverk fungerar borjar vi med ett avsiktligt enkelt problem: att
skilja dpplen fran apelsiner. En frukt har manga egenskaper som kan vara anvindbara for denna
uppgift, exempelvis farg, massa, diameter, textur och arom. En forsta matematisk modell behover
dock inte omfatta all denna komplexitet. Vi anvinder endast tva ldtt méatbara storheter: massa i
gram och diameter i centimeter.

Varje frukt representeras darfor av ett ordnat par

(x1,%3),

where
X = massa and X, = diameter.

Paret (155, 7.2) representerar alltsa en frukt med massan 155 g och diametern 7.2 cm. Genom att
ersitta det fysiska objektet med tvd numeriska méatviarden associerar vi varje frukt med en punkt
i det kartesiska planet: den forsta koordinaten anger massan och den andra diametern. Figur 1
illustrerar denna representation fér en hypotetisk uppséattning dpplen och apelsiner.

Denna omvandling fordndrar problemets skenbara natur. I stéllet for att direkt fraga hur man
kéanner igen ett dpple eller en apelsin kan vi stélla en geometrisk frdga: hur kan punkterna som
tillhor de tva klasserna separeras i planet? Detta perspektivskifte dr grundliggande inom maski-
ninldrning. Bilder, texter, ljud och experimentella signaler méste alla omvandlas till numeriska
representationer innan de kan behandlas av en algoritm. I vart exempel har varje objekt bara tva
koordinater; i verkliga tillimpningar kan en representation innehalla hundratals, tusentals eller
till och med miljontals komponenter. Principen &r densamma: varje exempel associeras med en
samling tal, och modellen soker en regel som avbildar denna representation till det énskade svaret.

Vi borjar med den enklaste tillgdngliga geometriska regeln och fragar om en enda rét linje kan
separera appelpunkterna fran apelsinpunkterna pa ett tillfredsstéallande sétt.

3. En rat linje som klassificerare

Nar varje frukt har representerats av en punkt i det kartesiska planet blir klassificeringen ett geo-
metriskt problem: kan en réat linje separera dpplena fran apelsinerna? Denna fraga fangar grundidén
i en viktig familj av maskininldrningsmetoder som kallas linjdra klassificerare.
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1. FYSISKA OBJEKT 2. NUMERISKA DATA 3. MATEMATISK REPRESENTATION
Verklig frukt (massa, diameter) Punkter i det kartesiska planet
Varje frukt blir en punkt
2.0
r 4 8.5
.
(165, 7.8)
Massa (165, 7.8) | "] .
1659 - 8.04 .
Diameter 7.8 cm (x1,x2) _
o
APPLE 5 75 e o o ® e
@ .
£ s o °
5 ) :
8 7.0
- « o
- -
s 140, 7.09
Massa (140, 7.0) A s
140¢ S
Diameter 7.0 cm (x1,%2) . - —‘
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APELSIN 6.0 o Apelsin
120 140 160 180 200
Massa (g)
Frukt (massa, diameter) Punkt i det kartesiska planet ® Apple
(fysiskt objekt) —>  numerisktpar (x1,x2) > (x1,%2) @ Apelsin

Figur 1: Fran fysisk observation till matematisk modellering. Varje frukt beskrivs forst med tva
matbara storheter — massa och diameter — och representeras sedan av det ordnade paret (x;,x,).
I massa—diameter-planet blir varje observation en punkt, vilket gor att problemet att skilja &pplen
fran apelsiner kan omtolkas som ett geometriskt problem déar tva klasser ska separeras.

Betrakta en linje som gar genom punktmolnet, som i Figur 2. Linjen delar planet i tva halvplan.
Om de flesta dppelpunkterna ligger pa ena sidan och de flesta apelsinpunkterna pa den andra kan
en ny frukts position relativt linjen anvindas som klassificeringsregel. Efter att dess massa och
diameter har métts representerar vi frukten med en punkt och bestdmmer pa vilken sida av linjen
punkten ligger.

I det kartesiska planet (x;,x,) kan en linje beskrivas av

WX + Woxp +b =0, (wy, wa) # (0,0).

Vektorn (wy,w,) ar vinkelrdt mot linjen och bestdmmer darfér dess orientering, medan parametern
b bidrar till dess lage. Denna representation har en liten redundans: om wy, w, och b multipliceras
med samma icke-nollkonstant fas exakt samma linje. Parametrarna som beskriver gréansen ar alltsa
inte entydiga. Deras numeriska tolkning beror ocksa pa variablernas skalor. Eftersom massa méts
i gram och diameter i centimeter bor storleken p&d w; och w, inte jamforas utan hénsyn till de
olika enheterna.

Linjeekvationen ger i sig ett enkelt sitt att avgora pa vilken sida av grdnsen en punkt ligger.
Definiera poédngvérdet
S(X1,Xp) = WX] + WoXy + b.
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Figur 2: Exempel pa en linjér klassificerare i massa—diameter-planet. Den rita linjen fungerar
som en beslutsgrians: punkter i det ena halvplanet tilldelas den ena klassen, medan punkter i
det motsatta halvplanet tilldelas den andra. Beslutet beror alltsa endast pa vilken sida av linjen
punkten ligger.

Om s(xy,x5) = 0 ligger punkten pa linjen. Om s(x;,x,) > 0 ligger den i det ena halvplanet, och om
s(x1,%5) < 0 ligger den i det andra. Om vi bestdmmer att positiva podngviarden motsvarar dpplen
och negativa podngviarden apelsiner blir regeln

s(x1,Xp) 20 = é&pple,
s(x1,%X2) <0 = apelsin.

Betrakta till exempel gréinsen som definieras av

1
= 1o’

Wi

W, =2,  b=-30.

For en frukt med massan 160 g och diametern 7.8 cm géller

1
EX160+2X7'8730

16 +15.6 -30
=1.6.

n
]

Eftersom poéangvéardet ar positivt ligger punkten i det halvplan som vi har associerat med applen.
Klassificeraren skulle déarfor mérka frukten som ett apple.
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Inte varje val av w;, wy och b ger en bra klassificering. Vissa linjer separerar de tva grupperna
daligt, medan andra ger farre fel. Inlarningsproblemet bestéar just i att anvénda tidigare etiketterade
exempel for att bestimma parametervirden som minskar ett matt pa modellens fel. I stéllet for
att programmera linjens ldge direkt vill vi att algoritmen justerar dess koefficienter utifran data.

En enda linje kan fungera bra nér klasserna &r ungefir linjart separerbara. Mer komplicerade
dataméngder kan kréava en icke-linjir gréns. Innan vi behandlar den begransningen tolkar vi om
den nyss konstruerade klassificeraren som en elementir berdkningsenhet: en artificiell neuron.

4. Den artificiella neuronen

I foregaende avsnitt anvandes uttrycket
S =W X] + WyXp + b

for att avgora pa vilken sida av en linje en frukt ligger. Samma uttryck kan ses som det forsta
steget i berdkningen som utfors av en artificiell neuron. En neuron tar emot numeriska indata,
kombinerar dem med hjélp av vikter och en bias och applicerar dérefter en matematisk funktion
for att fa sin utdata.

I vart exempel dr indata massan x; och diametern x,. Varje indata multipliceras med en parameter
som kallas en wvikt; produkterna adderas tillsammans med en konstant term b, kallad bias. Figur 3
visar denna berékning schematiskt.

Vikterna bestdmmer hur fordndringar i indata paverkar podngvirdet. Om x, och alla andra stor-
heter halls fasta &ndrar en variation Ax; virdet pa s med w;Ax;. P& motsvarande sitt &ndrar
en variation Ax, poingvirdet med w,Ax,. Aven tecknet spelar roll: en positiv vikt gor att en
okning av indata okar podngvirdet, medan en negativ vikt ger motsatt effekt. Denna tolkning
maste anvindas forsiktigt nér olika variabler har olika enheter och skalor. Dérfér normaliserar
eller standardiserar praktiska implementationer ofta sina indata fére traning.

Biasen b dr den konstanta termen i den affina transformationen. Geometriskt gér den det méjligt
att forskjuta beslutsgrédnsen. Om b = 0 tvingar ekvationen

WX + WoXy = 0
linjen att ga genom origo. Med en bias kan griansen flyttas till andra ldgen. Ekvivalent géller att
nar x; = X, = 0 4r podngvirdet helt enkelt s = b.

Poédngvirdet behdver inte vara neuronens slutliga utdata. I allmadnhet appliceras en aktiverings-
funktion g pa det:

¥y =g(s) =g(w;x; +Wyxy +b).

Berdkningen har alltsa tva steg,
S = WiX| + WrXy + b,

v =g(s).

Med parametervirdena fran foregdende avsnitt far vi s = 1.6. Om vi véljer stegfunktionen

(s) = 1, s=>0,
&% =10, s<o.

5
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Vagd summa
Indata Vikter + bias Aktiveringsfunktion Utdata
Massa
Co— b
(bias)
| g(s)
° y=9(s)

Diameter .
—> /

S=Wix1+WaXo+ -+ b

(ytterligare indata)

Varje indata multipliceras Produkterna adderas Poangvardet omvandlas
Neuronen tar emot\nindatavarden (x1, X;meH sin egen vikt. och biasen inkluderas. med en icke-linjar funktion.

En neuron utfor en affin kombination (vagd summa + bias), foljd av en icke-linjar aktivering.

Figur 3: Schematisk funktion hos en artificiell neuron. Varje indata x; multipliceras med en vikt
w;; produkterna adderas till biasen b och ger podngvéirdet s. Aktiveringsfunktionen g omvandlar
darefter detta podngvirde till utdata ¥ = g(s), som kan anvdndas som en mellanliggande storhet
eller som den slutliga forutsiagelsen.

blir y = g(1.6) = 1. Enligt var konvention klassificeras frukten som ett d&pple. Med denna aktivering
dndras beslutet nér s passerar noll, sa klassgransen ar exakt

WX] + WX, + b =0.
141 242

En enskild neuron ar alltsa ett enkelt matematiskt objekt med justerbara parametrar. Dess verkliga
betydelse framtrader nir manga sadana enheter kopplas samman. Innan vi bygger ett natverk
behover vi dock forsta varfor aktiveringsfunktionen &ar avgorande.

5. Varfor behover vi en aktiveringsfunktion?

En neuron berdknar forst ett podngvirde med en affin transformation och applicerar darefter en ak-
tiveringsfunktion. Detta andra steg ar avgorande for att ett neuralt ndtverk ska kunna representera
komplicerade samband. For att se varfor kan vi tdnka oss ett natverk utan aktiveringsfunktioner.
Varje enhet skulle da ha formen

Yy = W[X] + WX, + b.

Som ett endimensionellt exempel, anta att en forsta enhet ger

h=ax+b
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och att en andra berdknar
y =ch +d.

Insdttning ger
y =c(ax +b) +d = acx + (cb + d),

vilket fortfarande &r en affin funktion av x. Samma pastaende géller i flera dimensioner: en sam-
mansattning av affina transformationer ar fortfarande affin. Att lagga till manga lager utan en
icke-linjar operation gor darfor inte natverket i grunden mer uttrycksfullt; hela sammansattningen
skulle kunna ersdttas av en enda affin transformation.

En aktiveringsfunktion bryter denna begrdnsning. Efter att ha berdknat podngvirdet s applicerar
neuronen en vanligen icke-linjar avbildning

h = g(s).

Nér flera sddana enheter kopplas samman kan den resulterande sammansittningen inte ldngre
reduceras till en enda affin transformation. Darmed kan nétverket konstruera mer komplicerade
beslutsgranser.

Den enklaste aktiveringen ar stegfunktionen,

(s) = 1, s>0,
8710, s<o.

Den ger ett bindrt beslut och dr mycket anvindbar for att forsta klassificering. Dess derivata ar
emellertid noll for s # 0 och odefinierad vid s = 0. Eftersom gradientbaserad traning anvinder
derivator for att avgdra hur parametrarna ska dndras dr stegfunktionen inte lamplig for denna

traningsmekanism.
Ett alternativ ar sigmoidfunktionen,
1
&)= e

Den avbildar varje reellt tal till ett virde strikt mellan 0 och 1. For mycket negativa s narmar sig
utdata 0; for mycket positiva s ndrmar de sig 1; mellan dessa ytterligheter dr Gvergangen mjuk.
Sigmoidfunktionen &r deriverbar éverallt, med

o' (s) =a(s)(1-0o(s)).

Eftersom dess utdata ligger mellan 0 och 1 anvénds den ofta i utlagret hos en binéar klassificerare.
Med en probabilistisk formulering och en lamplig forlustfunktion kan utdata tolkas som en skatt-
ning av sannolikheten for klassen som representeras av 1. I dolda lager kan sigmoidfunktionen dock
skapa ett problem: for indata med stort absolutbelopp blir derivatan mycket liten, vilket bidrar
till problemet med forsvinnande gradienter i djupa nétverk.

En ofta anvind aktivering i dolda lager &r ReLU (Rectified Linear Unit),

0, s<0,

ReLU(s) = max(0,s) = {
s, s=0.

Aven om ReLU bestéar av tva linjira delar dr funktionen inte globalt linjir. Dess derivata &r 0 for
s <0och 1 fér s> 0. Vid s = 0 finns den vanliga derivatan inte, och programvaruimplementationer
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anviander en konvention for gradienten. For positiva indata minskar derivatan inte nér s véxer,
vilket undviker en av sigmoidfunktionens méttnadsmekanismer.

Figur 4 jamfor dessa tre aktiveringar visuellt: stegfunktionens abrupta hopp, sigmoidfunktionens
mjuka 6vergang och ReLU:s férdndring i lutning.

1. Stegfunktion 2. Sigmoid (logistisk) 3. RelU
1 1
4
gls) gls) gls)
2
0 0 0
-4 0 4 -4 0 4 -4 0 4
s s s
g(s)=1oms=0; 0 annars g(s)=W g(s) =max(0, s)
+ Utdata ar 0 eller 1 « Utdata ligger mellan 0 och 1 « Utdata r 0 for s <0,
* Abrupt binart beslut. * Mjuk och deriverbar. + Enkel och effektiv.

+ Inte lamplig for gradientbaserad tréning + Kan méttas for stora |s|. « Vanlig i dolda lager.

Intuition: slapper igenom positiva vérden och Klipper negativa

Intuition: ger ett tydligt ja/nej-beslut. ‘ ‘ Intuition: avbildar ett poangvarde till graderad sakerhet. ’

Huvudidé: utan icke-linjara aktiveringar ger staplade lager fortfarande bara en affin transformation.

Figur 4: Jamforelse av tre aktiveringsfunktioner som ofta anvinds i introduktioner till neurala
natverk. Stegfunktionen ger ett abrupt beslut; sigmoidfunktionen ger en mjuk 6vergang mellan 0
och 1; och ReLLU undertrycker negativa indata samtidigt som positiva virden bevaras. Icke-linjara
aktiveringar hindrar en stapel av lager fran att reduceras till en enda affin transformation.

Deras viktigaste egenskaper sammanfattas nedan.

Funktion Utdata Derivata Typisk anvdndning

Steg {0, 1} Noll for s # 0; odefinierad vid s = 0 Historiska modeller och didaktiska
exempel

Sigmoid (0,1) Finns for varje s Utlager vid binér klassificering

ReLLU [0, o) O0fors<0Ooch 1l fors>0 Dolda lager

Detaljerna hos dessa funktioner skiljer sig at, men deras gemensamma konceptuella roll ar att
infora icke-linjaritet. Det ar denna icke-linjaritet som gor att det lilla ndtverket i ndsta avsnitt kan
representera samband som en enda rat linje inte kan fanga.

For ldsare som vill gd vidare ger Haykin [5] en klassisk behandling av neurala néitverk, medan
Goodfellow, Bengio och Courville [3] diskuterar aktiveringsfunktioner och trining av djupa nétverk
i ett bredare sammanhang. Nielsens fritt tillgédngliga text [7] ar sérskilt lattillgdnglig for att utveckla
intuition om neuroner, aktiveringar och inlérning.

8
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6. Att bygga ett litet neuralt niatverk
Vi betraktar nu ett ndtverk med tva indata, ett dolt lager med tre neuroner och en utneuron.

Indata ar fortfarande
X = massa, X, = diameter,

och bada matas till varje dold neuron, som visas i Figur 5.

Indatalager Dolt lager Utlager
(2 indata) (3 neuroner) (1 neuron)

g
by
-—
c
Massa @ v
g
y
b vz
h, @
Forutsagelse

(apple eller apelsin)
9
bs
Cul—

kopplingar indata-dolt lager kopplingar dolt

bias fér varje neuron

Figur 5: Didaktisk 2-3—1-arkitektur som anvénds f6r att introducera berdkningar i neurala natverk.
De tva indata — massa och diameter — matas till tre neuroner i det dolda lagret. Deras aktiveringar
hy,hy, h; kombineras dérefter av utneuronen for att ge forutsidgelsen y. Varje koppling har en
justerbar vikt och varje neuron har en bias.

Lat utdata fran det dolda lagret vara hq, h, och hs. Varje neuron tar emot samma tva indata men
har sina egna vikter och sin egen bias:

hy =g (wiix; + wpxp +by),
hy =g (waiX) + Warxy + b)),
hy = g (w31X; + w3pxp + b3).
Aven om alla tre neuroner tar emot samma massa och diameter kan de ge olika svar eftersom

deras parametrar skiljer sig at. Under trédningen justeras parametrarna sa att de mellanliggande
aktiveringarna blir anviandbara for klassificeringen.

De tre storheterna hy, h, och hj skickas déarefter till utneuronen, som berédknar
Sout = Vlhl + V2h2 + V3h3 +C

9
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och ger
5’ = Zout (Sout) .
For vart binéra problem anvéander vi sigmoidaktivering i utlagret:

y=O'(V1h1+V2h2+V3h3+C), 0<§7<1.

Med y = 1 for dpple och y = 0 for apelsin ger troskeln 0.5 klassbeslutet
vy = 0.5 = épple, ¥ < 0.5 = apelsin.

Vérden néra 1 dr ddrmed starkt forknippade med &dpplen, medan viarden ndra 0 ar forknippade
med apelsiner. Som tidigare papekats kréver en numerisk tolkning av ¥ som sannolikhet ytterligare
antaganden om modellen och dess traning. For klassificeringsregeln som anvédnds hér ricker det
att betrakta y som en kontinuerlig natverksutdata.

Den centrala egenskapen hos denna arkitektur ar mellanrepresentationen
(x1,%2) — (hy,hp,h3) — §.

Nétverket tar emot tva egenskaper och konstruerar tre nya storheter innan det slutliga svaret
produceras. Dessa aktiveringar viljs inte manuellt: de beror pa vikterna och biasparametrarna och
fordndras darfor ndr parametrarna trénas.

Trots sin ringa storlek har nédtverket redan tretton justerbara parametrar. De tre dolda neuronerna
innehéaller

32+1)=9
parametrar, och utneuronen bidrar med
3+1=4.
Alltsa,
9+4=13.

Samma parameterantal blir tydligt i matrisnotation. Definiera

% . Wi W12 by

- [Xl]’ W = wy wanl, BB = b
2

W31 W32 b3

Da kan det dolda lagret skrivas kompakt som
h=g(Whx+b1),
dér g verkar komponentvis. For utdata géller
y=0(W*h+b?),
med

W(Z) = [Vl Vo V3] .

Denna notation foregriper strukturen som senare visas i Python-programmet. Nar en frukt matas
in och vi berdknar de successiva aktiveringarna tills vi far y utfér vi framdtpropagering, eller en
framdatpassage. Den centrala fragan kvarstar: hur kan de tretton parametrarna bestdmmas auto-
matiskt sa att forutsdgelserna passar data?

10
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7. Hur lar sig ett neuralt natverk?

Vikterna och biasparametrarna &r inte kdnda i forvig. De maste justeras med hjélp av exempel
dér det korrekta svaret ar kdnt. Denna process kallas trdning och kan sammanfattas med cykeln

forutsidg | — | mat felet | — ‘ justera parametrarna ‘ — | upprepa |.

Betrakta en frukt med massan 140 g och diametern 7.0 cm vars korrekta klass ar apelsin, alltsa
y = 0. Anta att nédtverket vid nagon tidpunkt under trdningen ger § = 0.80. Ett enkelt matt pa
avvikelsen mellan forutsdgelsen och méalviardet dr kvadratfelet

E=5{-9"

For detta exempel,

E = =(0-0.80)2 = 0.32.

| =

Detta uttryck ar en forlustfunktion for ett exempel. Eftersom det &r en kvadrat giller E > 0,
och forutségelser langre fran malvirdet ger storre straff. Faktorn 1/2 dndrar inte minimipunktens
lage men forenklar derivatorna. Vid bindr klassificering anvénds ofta andra forluster, sérskilt kor-
sentropi. Har anvander vi kvadratfel eftersom algebran &r tydlig och tillracklig for att introducera
optimering och bakatpropagering [2, 3].

Om traningsméngden innehaller N exempel &r ett globalt matt medelférlusten

Z

1
J:N Ei'

i=

—

Varje forutsidgelse beror pa natverkets vikter och biasparametrar, sd J beror ocksa pa alla dessa
parametrar. Tréning innebér att soka parametervirden som gor J litet.

For att forsta justeringsmekanismen kan vi forst tdnka oss att alla parametrar utom en enda vikt
w halls fasta. Da kan forlusten betraktas som en funktion J = J(w). Figur 6 sammanfattar de
grundldggande tréaningssteg som vi nu studerar.

For lasare med begransad bakgrund i differentialkalkyl kan en derivata hér tolkas som ett matt
péa lokal kanslighet: den anger hur en liten fordndring i en parameter tenderar att dndra forlusten.
Tecknet visar vilken riktning som lokalt okar eller minskar funktionen, medan absolutbeloppet
méter styrkan hos denna lokala variation.
Derivatan

aJ

aw
ger den lokala lutningen. Om den &r positiv tenderar en liten 6kning av w att 6ka J, s& vikten bor
flyttas i motsatt riktning. Om den &r negativ tenderar en okning av w lokalt att minska J. Bada

fallen beskrivs av
aJ

Wnew = Wold — ”a_w’

vilket dr grundidén i gradientnedstigning. Det positiva talet 5 ar inldrningshastigheten; det styr
steglangden. Ett mycket litet varde kan gora tréaningen langsam, medan ett alltfor stort varde kan
orsaka oscillationer eller instabilitet.
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@ rramATPassacE @D 5AKATPROPAGERING
Anvand kedjeregeln for att berakna hur varje parameter
péverkar forlusten.

Informationen fldar frén indata till utdata
for att ge en forutsagelse. 0 .
BERAKNA FORLUSTEN

Jamfor forutsagelsen
med mélvardet y. férlustgradienter

Flytta varje parameter ett litet steg i den riktning
Presentera fler exempel och upprepa ‘som lokalt minskar forlusten.

cykeln under ménga epoker.

& N —— <

n: inférningshastighet

@ vrerera @D UPPDATERA PARAMETRAR

Huvudidé: forutsag, mét felet, justera parametrama och forsok igen.

Figur 6: Grundliaggande traningscykel for ett neuralt nitverk. Framatpassagen omvandlar indata
till en forutsigelse; forlustfunktionen méter avvikelsen mellan férutsidgelse och malvarde; bakatpro-
pagering berdknar gradienter med kedjeregeln; och gradientnedstigning anvinder dessa gradienter
for att uppdatera vikter och biasparametrar. Att upprepa denna cykel under manga epoker ar det
vi kallar inldrning.

For ett ndtverk med ménga parametrar later vi 6 beteckna valfri vikt eller bias. Uppdateringen
blir e

Onew = Oo1a — nﬁ~
Samlingen av alla partiella derivator bildar forlustens gradient. Geometriskt pekar gradienten i
riktningen for den snabbaste lokala 6kningen, sa den negativa gradienten anger en lokal minsk-
ningsriktning.

Vi behover fortfarande berdkna dessa derivator nér nitverket dr en sammanséittning av flera funk-
tioner. Under framétpassagen firdas informationen som

indata — dolt lager — utdata.

For att bestdmma hur en parameter i ett tidigt lager paverkar forlusten foljer vi matematiskt
beroendekedjan i motsatt riktning. Denna procedur kallas bakdtpropagering. Den &r i grunden en
systematisk och effektiv tillimpning av kedjeregeln. Rumelhart, Hinton och Williams [8] &r en
klassisk referens for populariseringen av denna procedur i nitverk med dolda lager; Nielsen [7] ger
en detaljerad och sérskilt didaktisk hérledning.

For en enkel beroendekedja diar E beror pa ¥, som beror pa en aktivering h, som i sin tur beror pa
en vikt w, ger kedjeregeln

dE  dE dy oh

aw ~ dy dh aw’
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Varje faktor beskriver ett steg i hur w paverkar den slutliga forlusten. Stoérre nétverk innehal-
ler ménga sadana kedjor, och bakatpropagering organiserar berdkningen sa att mellanliggande
derivator kan ateranvéandas i stéllet for att berdknas om separat for varje parameter.

I praktiken anvénder tréningen manga exempel. En fullstdndig genomgang av trédningsméngden
kallas en epok. Parametrarna kan uppdateras efter varje exempel, som i det didaktiska programmet
senare i artikeln, eller efter sma grupper av exempel som kallas minibatcher, vilket ar vanligt i storre
natverk. I bada fallen upprepas cykeln med forutsagelser, forluster, gradienter och uppdateringar
under manga epoker.

Ett konkret sdtt att visualisera denna utveckling ar att folja forutsdgelsen for ett och samma
exempel i olika trédningsstadier. Betrakta ater frukten med massan 140 g och diametern 7.0 cm,
vars korrekta klass ér apelsin. Tabell 1 visar en hypotetisk utveckling. Vardena motsvarar inte en
viss korning; de illustrerar endast mekanismen.

Tabell 1: Hypotetisk utveckling av natverkets férutsigelse for samma frukt under traningen. Upp-
repade parameteruppdateringar kan féra en inledningsvis felaktig utdata mot en klassificering som
overensstdmmer med maletiketten.

Epok Forutsagelse §  Forlust E  Klassificering

1 0.86 0.37 Apple
5 0.71 0.25 Apple
10 0.55 0.15 Apple
20 0.31 0.05 Apelsin
40 0.09 0.004 Apelsin

I borjan ligger utdata néra 1 och frukten klassificeras felaktigt som ett dpple. Nar parametrarna
justeras minskar forutsdgelsen och passerar till slut troskeln 0.5, vilket ger ratt klass. Det som
fordndras under processen dr de numeriska virdena pa vikterna och biasparametrarna; nétverk-
sarkitekturen forblir oférandrad.

Att minska forlusten pa traningsdata dr inte det slutliga malet. Ett anvindbart nitverk maste
ocksa ge goda forutsédgelser for exempel som inte anvindes for att anpassa parametrarna. Denna
formaga kallas generalisering. Nar en modell anpassar sig alltfor néra till sdrdrag i tréningsméangden
och presterar sdmre pa nya data har vi dveranpassning. Vid mer noggranna utvirderingar delas
data vanligen upp i tranings-, validerings- och testméngder: den forsta anvinds for att anpassa
parametrarna, den andra stodjer val under modellutvecklingen och den tredje reserveras for den
slutliga utvirderingen. Bredare diskussioner om generalisering och modellutviardering finns hos
Faceli et al. [2] samt Goodfellow, Bengio och Courville [3].

Vi har ddrmed natt den matematiska inneboérden av inldrning i ett neuralt néatverk. I detta sam-
manhang innebér att ldra sig att justera parametrarna i en sammansatt funktion sa att ett felmatt
pa data minskar och, idealiskt, att modellen generaliserar till nya exempel. Nétverket gor en forut-
ségelse, berdknar en forlust, anvéinder derivator for att avgora hur parametrarna paverkar forlusten
och genomfor en f6ljd av sméa korrigeringar.

8. Fran matematik till Python

Vi gar nu fran ekvationer till ett korbart program. Syftet ar inte att anvinda ett specialiserat
bibliotek for neurala nétverk, utan att direkt med NumPy implementera de matematiska operatio-

13



OVERSATTNING AV DET PORTUGISISKA ORIGINALET
Cunha Jr

ner som utvecklats genom artikeln [4]. Ddrmed kan vi rad for rad se hur linjira kombinationer,
aktiveringsfunktioner, forlustberdkning, bakatpropagering och gradientnedstigning tar form i kod.

For ett mer 6vertygande avslutande exempel anvinder vi en syntetisk dataméngd som &r utspridd
6ver ett storre massa—diameter-omrade. Vi arbetar fortfarande med endast tva fysiska egenskaper
— massa i gram och diameter i centimeter — men fordelar nu 64 traningsexempel dver ett stort
omrade i planet och reserverar ytterligare atta exempel for ett illustrativt test. Data ar fortfarande
syntetiska och ligger inom rimliga intervall fér &pplen och apelsiner. De ar konstruerade for att ge
en icke-linjar beslutsgrans utan att alla punkter koncentreras till ett fatal alltfor artificiella kluster.

Den geometriska idén &r enkel. Vi definierar en referenskurva i massa—diameter-planet, placerar
dpplen i tva band ovanfor kurvan och apelsiner i tva band under den. Smé deterministiska pertur-
bationer laggs till bade massa och diameter s& att observationerna técker ett storre omrade. Det
resulterande exemplet ar rikare dn de tidigare illustrationerna: det innehéller fler punkter, data &ar
spridda 6ver omradet och den ldmpliga beslutsgréansen ar tydligt mer krokt dn en rét linje.

I detta avslutande berdkningsexperiment utokar vi det dolda lagret till tolv ReLU-neuroner. Detta
dndrar inte den konceptuella struktur som studerats i féregaende avsnitt; det 6kar endast nétverkets
kapacitet att representera en mer komplex grans. I stillet for de 13 parametrarna i det didaktiska
nétverket med tre neuroner har vi nu 49 justerbara parametrar: 24 vikter och 12 biasparametrar
i det forsta lagret, foljt av 12 vikter och en bias i utlagret. Ekvationerna behaller exakt samma
form; endast vektorerna och matriserna blir storre.

Det fullstédndiga programmet visas nedan.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib.lines import Line2D

def relu(s):
return np.maximum(O, s)

relu_derivative(s):
return (s > 0).astype(float)

sigmoid(s):
return 1 / (1 + np.exp(-s))

base_boundary (m) :
return 6.68 + 0.74*np.exp(-((m-155)/20)**2) \
+ 1.50/(1 + np.exp(-(m-202)/5))

build_data():

masses_1 = np.linspace(118, 212, 16)
masses_2 = masses_1 + np.array([

1.2, 1,0.8,-1.3,1.0,-0.8,1.1,-1.
1.3,-0.9,0.9,-1.2,1.0,-1.0,0.8,-0.

-1.
=0,

0,
7

np.arange (16)

np.column_stack([
masses_1,
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base_boundary(masses_1) 0.22 + 0.05*np.sin(0.8%k)

np.column_stack([
masses_2,
base_boundary(masses_2) + 0.58 + 0.06%np.cos(0.45%k)

ol = np.column_stack([

masses_1,

base_boundary(masses_1) (0.22 + 0.04#*np.cos(0.7xk))
D
02 = np.column_stack([

masses_2,

base_boundary (masses_2) (0.55 + 0.05%np.sin(0.5%k))
D

X_train = np.vstack([al, a2, ol, 02])
y_train = np.array([1.0]*32 + [0.0]%*32)

X_test = .array ([
[121. 7.20], [135.0, 7.45],
[152. 7.751, [171.0, 7.32],
[121. 6.28], [152.0, 6.86],
[189. 6.48], [208.0, 7.55]
D
y_test = np.array([1,1,1,1,0,0,0,0], dtype=float)

return X_train, y_train, X_test, y_test

predict (X, mean, std, Wi, bl, W2, b2):
Xn = (X - mean) / std
outputs = []
for x in Xn:
h = relu(Wl @ x + bl)
y_hat = sigmoid(W2 @ h + b2)
outputs.append(y_hat)
return np.array(outputs)

X_train, y_train, X_test, y_test = build_data()

mean = X_train.mean(axis=0)
std = X_train.std(axis=0)
Xn = (X_train - mean) / std

rng = np.random.default_rng(42)

Wl = 0.1 * rng.standard_normal((12, 2))
bl = np.zeros(12)

W2 = 0.1 * rng.standard_normal(12)

b2 = 0.0

eta = 0.05

n_epochs = 6000

history = []

for epoch in range(n_epochs):
for i in rng.permutation(len(Xn)):
x = Xn[i]
target = y_train[i]
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zl =Wl @ x + bl

h = relu(zl)

z2 = W2 @ h + b2
y_hat = sigmoid(z2)

delta2 = (y_hat - target) * y_hat * (1 - y_hat)
dW2 = delta2 * h

db2 = delta2

deltal = (delta2 * W2) * relu_derivative(z1l)
dWl = np.outer(deltal, x)

dbl = deltal

= eta dwi
eta db1l
eta dw2
= eta db2

errors = []
for x, target in zip(Xn, y_train):
h = relu(Wl @ x + bl)
y_hat = sigmoid(W2 @ h + b2)
errors.append(0.5 * (target - y_hat)**2)
history.append(np.mean(errors))

make_figure():

masses = np.linspace(116, 214, 500)

diameters = np.linspace(6.0, 8.85, 500)

M, D = np.meshgrid(masses, diameters)

grid = np.column_stack([M.ravel(), D.ravel()])

P = predict(grid, mean, std, Wi, bl, W2, b2).reshape(M.shape)

fig, ax = plt.subplots(figsize=(9.2, 6.3))
ax.contourf (
M, D, P,
levels=[0.0, 0.25, 0.50, 0.75, 1.0],
colors=["#f3eOcb", "#ecd5c4", "#dbe7cf", "#cde3bf"],
alpha=0.95
)
ax.contour(M, D, P, levels=[0.5],
colors=["#5al1a8a"], linewidths=2.2)

mask = y_train == 1.0

ax.scatter(X_train[mask,0], X_train[mask,1], marker="o",
s=48, facecolors="white", edgecolors="black",
linewidths=1.1, label="Apple - training")

mask = y_train == 0.0

ax.scatter(X_train[mask,0], X_train[mask,1], marker="s",
s=48, facecolors="white", edgecolors="black",
linewidths=1.1, label="Orange - training")

mask = y_test == 1.0

ax.scatter (X_test[mask,0], X_test[mask,1], marker=""",
=92, color="#1f77b4", label="Apple - test")

mask = y_test == 0.0

ax.scatter(X_test[mask,0], X_test[mask,1], marker="x",
s=110, color="#ff7f0e", linewidths=2.0,
label="0Orange - test")

ax.set_xlabel("Mass (g)")
ax.set_ylabel("Diameter (cm)")

Cunha Jr
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ax.set_title("Neural-network output after training")

handles = [

Line2D([0], [0], marker='o', markersize=9,
markerfacecolor='white', markeredgecolor='black',
linestyle='None', label='Apple - training'),

Line2D([0], [0], marker='s', markersize=9,
markerfacecolor='white', markeredgecolor='black',
linestyle='None', label='Orange - training'),

Line2D([0], [0], marker='""', markersize=9, color='#1f77b4',
linestyle='None', label='Apple - test'),

Line2D([0], [0], marker='x', markersize=10, color='#ff7f0e',
linestyle='None', label='Orange - test'),

Line2D([0],[0], color='#5ala8a', lw=2.2,
label='Neural-network decision boundary')

]
ax.legend(handles=handles, loc='center left',
bbox_to_anchor=(1.02, 0.5), frameon=True)

fig.tight_layout ()
plt.show()

Aven om koden ér lingre dn de forsta ekvationerna i artikeln ér dess struktur fortfarande tydlig.
Funktionen build_data() genererar automatiskt de 64 traningsexemplen och de atta illustrativa
testexemplen. Déarefter standardiserar vi bada variablerna enligt
Xi — [
w _ ) J
x; = ,

0

dir p; och o berdknas enbart fran tréningsméngden. Detta hindrar testméngden fran att paver-
ka parameteranpassningen och placerar samtidigt massa och diameter pa jamférbara numeriska
skalor.

Framatpassagen forandras inte i grunden. Den enda skillnaden &r att det forsta lagret nu producerar
en vektor med tolv dolda aktiveringar. I matrisnotation,

2D = Wy 4 pb), h = ReLU(zV),

2@ =WPh+b?,  §=00?).

Dessa fyra rader innehéller fortfarande algoritmens matematiska kidrna. Traningen behéaller ocksa
den tidigare introducerade logiken: berékna en forutsidgelse, mét dess fel, propagera kéanslighetsin-
formation bakéat med hjélp av derivator och uppdatera parametrarna med sma steg av gradient-
nedstigning.

I koden visas bakatpropageringen i utlagret i

delta2 = (y_hat - target) * y_hat * (1 - y_hat)
och propageringen till det dolda lagret i

deltal = (delta2 * W2) * relu_derivative(z1)

foljt av uppdateringar av alla vikter och biasparametrar. Eftersom exemplen blandas om vid varje
epok och parametrarna uppdateras efter varje observation ar denna implementation en elementér
form av stokastisk gradientnedstigning.

17



OVERSATTNING AV DET PORTUGISISKA ORIGINALET
Cunha Jr

Med det slumpfré och de hyperparametrar som anviands hér ligger den slutliga medelférlusten i
storleksordningen 1073 till 10~*, och samtliga 64 triningsexempel samt de atta illustrativa testex-
emplen far den forvintade klassificeringen. Detta ska inte tolkas som en rigoros statistisk pre-
standautvardering: data &r syntetiska och konstruerade fér pedagogiska syften. Deras roll ar att
i en mindre trivial situation visa hur ett litet neuralt ndtverk kan lira sig en tydligt icke-linjar
beslutsgréans.

Figur 7 visar programmets slutliga resultat i massa—diameter-planet. Alla traningspunkter visas.
Den markerade kurvan dr nivan § = 0.5 och representerar beslutsgransen som néatverket har lirt
sig; de skuggade omradena visar de tva forutsagda klasserna. Cirklar betecknar traningsadpplen,
kvadrater traningsapelsiner, trianglar testdpplen och kryss testapelsiner. Teckenférklaringen ligger
utanfor det huvudsakliga diagramomradet sa att ingen datapunkt doljs.

Neuralnatverkets utdata efter traning

8.5 1

g O Apple - tréning
bl [ Apelsin - traning
% A Apple - test

IS Apelsin - test

.©

[a]

== Neuralnatverkets beslutsgrans

6.0

120 140 160 180 200
Massa (g)

Figur 7: Python-resultat efter tréaning av det neurala nitverket. Den syntetiska dataméngden
innehaller 64 traningsexempel utspridda Gver ett stort omrade i massa—diameter-planet samt atta
ytterligare exempel reserverade for ett illustrativt test. Den markerade kurvan ar nivan § = 0.5 och
representerar den inldrda beslutsgrinsen; de skuggade omradena visar de klasser som nétverket
forutsager. Cirklar representerar trianingsapplen, kvadrater traningsapelsiner, trianglar testapplen
och kryss testapelsiner.

Vi boérjade med en rat linje som separerade tva enkla grupper av punkter och avslutade med ett
rikare berdkningsexempel dér en krokt grians vixer fram genom automatisk justering av nétverkets
parametrar. Inget mystiskt har lagts till matematiken: implementationen organiserar och upprepar
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helt enkelt, i storre skala och med hog hastighet, affina kombinationer, aktiveringsfunktioner,
derivator, matrisprodukter och uppdateringar med gradientnedstigning [3, 7].

Allt berdkningsmaterial som hor till denna artikel — inklusive koden och en kérbar Google Colab-
anteckningsbok — finns pa https://neuralmath.org, som ger lisare en samlad dtkomstpunkt {or
att utforska, reproducera eller anpassa exemplen.

Redogorelse for anvindning av AI. Forfattaren anvinde ChatGPT, utvecklat av OpenAl, som
ett stodverktyg for utkast, sprakgranskning, framstéllningens struktur och generering av didaktis-
ka figurer. Forfattaren tar fullt ansvar for arbetets slutliga innehall, inklusive utformningen och
utvecklingen av det matematiska materialet, koden och de anvénda referenserna.
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