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Prefata

Acest text a pornit de la o idee simpla: sa faca vizibile operatiile matematice
care au loc in interiorul unei mici retele neuronale. In multe prezentari
introductive, retelele neuronale apar ca instrumente puternice, dar opace.
Cititorul invata sa apeleze o bibliotecd, sa ruleze un antrenament si sa observe
o curbd de pierdere fara a vedea neapdrat succesiunea de operatii care
transforma datele intr-o decizie. Aici urmam drumul invers. Pornim de la o
problema geometricd elementara, interpretam un clasificator liniar ca neuron
artificial, introducem functii de activare, combindm neuroni intr-o retea mica
si ajungem pas cu pas la gradienti, coborarea pe gradient si retropropagare.

Textul a fost scris pentru cititori cu o pregatire relativ modesta in calcul si
statistica: studenti, profesori si autodidacti. Scopul nu este simplificarea pana
la disparitia matematicii, ci organizarea expunerii astfel incat fiecare idee
nouad sa se sprijine pe ceva familiar: un punct in plan, o dreaptd, o compunere
de functii, o derivata si regula lantului. Codul Python si NumPy apare apoi ca o
consecinta fireasca a constructiei; ecuatiile si algoritmul sunt doua descrieri
ale aceluiasi obiect. De aceea, cel mai bun mod de a citi este cu notebook-ul
deschis alaturi, ruldnd si modificAnd fiecare pas.

Acest text face parte din colectia NeuralMath, disponibild in 26 de limbi.
Fiecare versiune pastreaza aceleasi ecuatii, figuri, exemple numerice si
numerotare a sectiunilor, astfel incat cititori de limbi diferite sa poata studia
impreund. O bariera importantd in invatarea matematicii si informaticii nu
este doar conceptuald, ci si lingvistica, iar fiecare cititor meritd un punct de
intrare in propria limba.

Obiectivul meu este ca cititorul sa incheie parcursul cu o imagine mai putin
misterioasd a unei retele neuronale. Nu trebuie sd pretindem ca sistemele
neuronale moderne sunt simple. Este suficient sd ardtdm cd sub scara si
complexitatea aplicatiilor contemporane continua sa functioneze idei
matematice care pot fi examinate, derivate, implementate si intelese.

Americo CunhaJr. - 2026
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Anatomia matematica a unei retele neuronale

Americo Cunha Jri

Rezumat

Prezentam o introducere matematicd In retelele neuronale artificiale prin intermediul
unei probleme simple de clasificare. Un clasificator liniar conduce in mod natural la
conceptul de neuron artificial; discutam apoi ponderile, biasurile, functiile de activare
si compunerea neuronilor intr-o retea de mici dimensiuni. Procesul de antrenare este
introdus prin functii de pierdere, derivate, coborarea gradientului si retropropagare. in
final, modelul este implementat direct in Python, ficdnd explicita corespondenta dintre
ecuatii si algoritm. Scopul este de a ardata cum idei familiare din geometria analitica, alge-
bra liniara si calculul diferential ofera o baza accesibila pentru intelegerea mecanismelor
fundamentale ale retelelor neuronale.

Cuvinte-cheie: retele neuronale artificiale; invatare automatd; educatie matematica; re-
tropropagare; Python.

1. Cand poate invata un calculator?

In viata de zi cu zi luam decizii de clasificare aproape fird si ne dim seama. Privind un
fruct, il recunoastem rapid ca fiind un mar sau o portocala; cAnd primim un mesaj pe te-
lefon, distingem o conversatie legitima de publicitatea nedoritd; intr-o analiza medicala,
mai multe masuratori pot fi combinate pentru a sprijini o decizie; iar in institutiile finan-
ciare sunt evaluate mai multe informatii inainte de acordarea unui credit. In toate aceste
exemple, mai multe caracteristici sunt analizate Impreuna pentru a produce un raspuns.

In multe programe de calculator traditionale, regulile care produc acest raspuns sunt scrise
explicit de programator. Aceasta abordare functioneaza bine atunci cAnd regulile sunt cu-
noscute si pot fi formulate clar. Ea devine mai putin eficienta atunci cand datele sunt foarte
variabile sau cand este dificil sd formuldm in prealabil toate conditiile necesare pentru o
decizie buna. De aici apare o intrebare fireasca:

Putem construi un program care sd invete o regula de decizie din exemple, in loc sa
primeasca regula dinainte?

Aceasta este una dintre ideile centrale ale invdtdrii automate (machine learning), dome-
niu al inteligentei artificiale care studiaza metode de ajustare a modelelor pe baza datelor
[2, 3]. Intr-o problema de Invatare supervizata, algoritmul primeste exemple Impreuna
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cu raspunsurile lor corecte, iar noi cdutam un model care sa poata produce predictii utile
si pentru cazuri care nu au fost folosite In timpul antrenarii. Dintre numeroasele mode-
le dezvoltate in acest scop, retelele neuronale artificiale au devenit importante in aplicatii
precum recunoasterea imaginilor, prelucrarea limbajului, analiza semnalelor si predictia
seriilor temporale [6].

Utilizarea retelelor neuronale ca punte intre matematica, calcul si educatia scolara a fost
deja discutata in Professor de Matemdtica Online de Batista si Martins [1], care prezintd o ac-
tivitate ce implica formarea profesorilor, Python si recunoasterea cifrelor. Articolul de fata
urmeaza o cale complementara. Obiectivul nostru principal este sa dezvaluim matematica
din interiorul unei retele neuronale mici, pornind de la geometria analitica si ajungand,
pas cu pas, la calculul gradientului si la o implementare manuala a retropropagarii.

In pofida sofisticarii aplicatiilor moderne, nucleul matematic al unei retele neuronale poa-
te fi introdus folosind idei relativ familiare. La nivel de baza, o retea neuronala este o
compunere de functii ale caror parametri sunt ajustati pe baza datelor. Pornim de la o
problema geometricd simpld, reinterpretdm o dreapta de separare ca neuron artificial, co-
nectdm mai multi neuroni, studiem rolul functiilor de activare si aratdm cum derivatele
pot fi utilizate pentru ajustarea automatad a parametrilor retelei. Apoi implementdm in
Python un exemplu complet de mici dimensiuni, pastrand o corespondentd directd intre
ecuatii si cod.

2. Reprezentarea matematica a problemei

Pentru a intelege cum functioneaza o retea neuronald, incepem cu o problema deliberat
simpla: distingerea merelor de portocale. Un fruct are numeroase caracteristici care ar
putea fi utile pentru aceasta sarcind, precum culoarea, masa, diametrul, textura si aroma.
Totusi, un model matematic initial nu trebuie sa includa toata aceasta complexitate. Vom
utiliza doar douad marimi usor de masurat: masa, In grame, si diametrul, in centimetri.

Fiecare fruct va fi reprezentat, asadar, printr-o pereche ordonata

(561,1‘2)7

unde
x, = masa si x, = diametrul.

Astfel, perechea (155, 7.2) reprezintd un fruct cu masa de 155 g si diametrul de 7.2 cm.
Inlocuind obiectul fizic prin doud masuratori numerice, asociem fiecarui fruct un punct
in planul cartezian: prima coordonata reprezintd masa, iar a doua diametrul. Figura 1
ilustreaza aceasta reprezentare pentru un set ipotetic de mere si portocale.

Aceastd transformare schimba natura aparenté a problemei. In loc si intrebdm direct cum
recunoastem un mar sau o portocala, putem formula o intrebare geometrica: cum pot fi
separate In plan punctele care apartin celor doud clase? Aceastd schimbare de perspectiva
este fundamentald in invatarea automata. Imaginile, textele, sunetele si semnalele experi-
mentale trebuie convertite in reprezentari numerice inainte de a putea fi procesate de un
algoritm. In exemplul nostru, fiecare obiect are doar doua coordonate; in aplicatii reale, o
reprezentare poate contine sute, mii sau chiar milioane de componente. Principiul raméane
acelasi: fiecarui exemplu i este asociatd o colectie de numere, iar modelul cauta o regula
care transforma aceasta reprezentare in raspunsul dorit.
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Figura 1: De la observatia fizicd la modelarea matematica. Fiecare fruct este descris mai
intai prin doud marimi masurabile — masa si diametrul — si este apoi reprezentat prin
perechea ordonata (z,,z,). In planul masa-diametru, fiecare observatie devine un punct,
astfel incat distingerea merelor de portocale poate fi reinterpretatd ca o problema geome-
trica de separare a doua clase.

Pornim de la cea mai simpla reguld geometrica disponibild si intrebdm daca o singura
dreaptd poate separa suficient de bine punctele corespunzitoare merelor de cele cores-
punzatoare portocalelor.

3. O dreapta ca clasificator

Dupa ce fiecare fruct a fost reprezentat printr-un punct in planul cartezian, clasificarea
devine o problema geometrica: poate o dreapta sa separe merele de portocale? Aceasta in-
trebare surprinde ideea de baza a unei familii importante de metode de invatare automata
numite clasificatoare liniare.

Consideram o dreaptd care traverseaza norul de date, asa cum este ilustrat in Figura 2.
Dreapta imparte planul in doua semiplane. Dacd majoritatea punctelor corespunzatoare
merelor se afld de o parte, iar majoritatea celor corespunzatoare portocalelor de cealalta
parte, pozitia unui fruct nou fatd de dreapta poate fi utilizata ca regula de clasificare. Dupa
masurarea masei si diametrului, reprezentdm fructul printr-un punct si determindm de
care parte a dreptei se afla acesta.
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Figura 2: Exemplu de clasificator liniar in planul masa-diametru. Dreapta joacd rolul unei
frontiere de decizie: punctele dintr-un semiplan primesc o clas4, iar punctele din semipla-

nul opus primesc cealalta clasd. Decizia depinde, asadar, numai de partea dreptei in care
se afla punctul.

In planul cartezian (z,, z,), 0 dreapta poate fi descrisa de ecuatia

wy Ty + wyy +b =0, (wy,wy) # (0,0).

Vectorul (w,, w,) este perpendicular pe dreapta siii determind, prin urmare, orientarea, in
timp ce parametrul b contribuie la pozitia ei. Aceasta reprezentare are o mica redundanta:
inmultirea simultana a lui w,, w, $i b cu aceeasi constanta nenula produce exact aceeasi
dreapta. Prin urmare, parametrii care descriu frontiera nu sunt unici. Interpretarea lor
numerica depinde si de scara variabilelor. Deoarece masa este masurata in grame, iar
diametrul in centimetri, valorile numerice ale lui w, $i w, nu trebuie comparate fara a tine
seama de unitatile diferite.

Ecuatia dreptei ofera ea Insdsi o modalitate simpld de a determina de care parte a frontierei
se afld un punct. Definim scorul

(21, Ty) = w1y + wyy +b.

Daca s(z;,z5) = 0, punctul se afla pe dreapta. Daca s(z,, z,) > 0, el se afla intr-un semiplan;
daca s(x, z,) < 0, se afla in celdlalt. Daca stabilim cd scorurile pozitive corespund merelor,
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iar cele negative portocalelor, regula devine

s(xq,29) >0 = mar,
s(xy,25) <0 = portocala.

De exemplu, consideram frontiera definita prin

Pentru un fruct cu masa de 160 g si diametrul de 7.8 cm,

1
s:ﬁx160+2x7.8—30

=16+4+15.6 —30
=1.6.

Deoarece scorul este pozitiv, punctul se afla in semiplanul pe care l-am asociat merelor.
Acest clasificator ar eticheta, asadar, fructul drept mar.

Nu orice alegere a lui w,, w, si b produce o clasificare buna. Unele drepte separa slab cele
doud grupuri, In timp ce altele produc mai putine erori. Problema invatarii consta tocmai
in folosirea unor exemple etichetate anterior pentru a determina valori ale parametrilor
care reduc o mésurd a erorii modelului. in loc si programam direct pozitia dreptei, dorim
ca algoritmul sa-i ajusteze coeficientii pe baza datelor.

O singura dreapta poate functiona bine atunci cand clasele sunt aproximativ separabile li-
niar. Seturi de date mai complicate pot necesita o frontierd neliniard. Inainte de a aborda
aceasta limitare, reinterpretam clasificatorul tocmai construit ca o unitate de calcul ele-
mentard: un neuron artificial.

4. Neuronul artificial

In sectiunea precedenta, expresia
5= wT) +WyTy +b

a fost utilizata pentru a determina de care parte a unei drepte se afld un fruct. Aceeasi
expresie poate fi privita ca prima etapd a calculului efectuat de un neuron artificial. Un
neuron primeste intrari numerice, le combina folosind ponderi si un bias, apoi aplica o
functie matematica pentru a obtine iesirea.

In exemplul nostru, intrarile sunt masa z, si diametrul z,. Fiecare intrare este inmultita
cu un parametru numit pondere; produsele sunt adunate impreuna cu un termen constant
b, numit bias. Figura 3 prezintd schematic acest calcul.

Ponderile determind modul in care schimbarile intrarilor influenteaza scorul. Daca =, si
toate celelalte marimi sunt mentinute fixe, o variatie Az, modificd s cu w, Az,. In mod simi-
lar, o variatie Az, modifica scorul cu w,Az,. Si semnul conteaza: o pondere pozitiva face
ca o crestere a intrdrii sd mareasca scorul, In timp ce o pondere negativa produce efectul
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L Neuronul efectueaza: combinatie liniard (sumé& ponderata + bias), urmata de neliniaritate (functie de activare). 1

Figura 3: Schema de functionare a unui neuron artificial. Fiecare intrare z, este inmultita
cu o pondere w,; produsele sunt adunate la biasul b pentru a produce scorul s. Functia de
activare g transforma apoi acest scor in iesirea y = g(s), care poate fi utilizatd ca marime
intermediara sau ca predictie finala.

opus. Aceastd interpretare trebuie folosita cu atentie atunci cadnd variabilele au unitati si
scari diferite. Din acest motiv, implementarile practice normalizeaza sau standardizeaza
adesea datele de intrare inainte de antrenare.

Biasul b este termenul constant al transformadrii afine. Geometric, el permite deplasarea
frontierei de decizie. Daca b = 0, ecuatia

Wi T) + WyTy = 0
forteaza dreapta sa treaca prin origine. Cu un bias, frontiera poate fi mutata in alte pozitii.
Echivalent, atunci cdnd z; = z, = 0, scorul este pur si simplu s = b.

Scorul nu trebuie s fie iesirea finald a neuronului. In general, asupra lui se aplicd o functie
de activare g:
y=9(s) = g (w1 +wozy +).

Calculul are deci doua etape,
§ = wiT, + Wy + b,

y=g(s).

Folosind valorile parametrilor din sectiunea precedenta obtinem s = 1.6. Daca alegem
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functia treapta
1, s>0,

9ls) = {0, s <0,

atunci y = ¢(1.6) = 1. Conform conventiei noastre, fructul este clasificat drept mar. Cu
aceasta activare, decizia se schimba atunci cand s trece prin zero, astfel incat frontiera
dintre clase este exact

WyT, + Wyry + b =0.

Un singur neuron este, prin urmare, un obiect matematic simplu cu parametri ajustabili.
Importanta lui realad apare atunci cand conectdm multe astfel de unitati. Inainte de a con-
strui o retea, trebuie Insa sa intelegem de ce functia de activare este esentiala.

5. De ce avem nevoie de o functie de activare?

Un neuron calculeaza mai intéi un scor printr-o transformare afina si abia apoi aplica o
functie de activare. Aceasta a doua etapa este esentiala dacad dorim ca o retea neuronald
sa poata reprezenta relatii complicate. Pentru a vedea de ce, imaginam o retea in care nu
se folosesc functii de activare. Fiecare unitate ar avea atunci forma

Y = wT; + wyxy + b.

Pentru o ilustrare unidimensionald, sa presupunem cad o prima unitate produce
h=ax+b

iar o a doua calculeaza
y=ch-+d.
Prin substitutie obtinem
y=clax +b) +d = acx + (cb + d),
care este tot o functie afind de x. Acelasi lucru este valabil in mai multe dimensiuni: o
compunere de transformari afine este tot o transformare afina. Prin urmare, addugarea

multor straturi fara o operatie neliniara nu face reteaua fundamental mai expresiva; in-
treaga compunere ar putea fi inlocuitd de o singura transformare afina.

O functie de activare elimina aceasta limitare. Dupa calcularea scorului s, neuronul aplica
o transformare de reguld neliniara

h=g(s).
Atunci cAnd mai multe astfel de unitdti sunt conectate, compunerea rezultata nu mai poate

firedusa la o singura transformare afina. Astfel, reteaua poate construi frontiere de decizie
mai complicate.

Cea mai simpla activare este functia treapta,

1, s>0,

9ls) = {0, 5 <0.

Ea produce o decizie binara si este foarte utild pentru intelegerea clasificarii. Derivata sa
este insa zero pentru s # 0 si nu este definitd in s = 0. Deoarece antrenarea bazata pe
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gradient foloseste derivate pentru a determina cum trebuie modificati parametrii, functia
treaptd nu este potrivita pentru acest mecanism de antrenare.

O alternativa este functia sigmoida,

_ 1
Cl4e s

o(s)

Ea transforma orice numar real intr-o valoare strict cuprinsd intre 0 si 1. Pentru valori
foarte negative ale lui s, iesirea se apropie de 0; pentru valori foarte pozitive, se apropie de
1; Intre aceste extreme, tranzitia este netedd. Sigmoida este derivabila peste tot, cu

o’(s) = o(s)(1 — o(s)):

Deoarece iesirile sale se afla intre 0 si 1, ea este adesea folosita In stratul de iesire al unui cla-
sificator binar. Intr-o formulare probabilistica si cu o functie de pierdere adecvatd, iesirea
poate fi interpretata ca o estimare a probabilitdtii clasei reprezentate prin 1. in straturile
ascunse, insa, sigmoida poate crea o dificultate: pentru intrari de modul mare, derivata sa
devine foarte micd, contribuind la problema gradientului care dispare (vanishing gradient)
in retelele profunde.

O functie de activare utilizata pe scara larga in straturile ascunse este ReLU (Rectified Linear
Unit),
0, s<0,

ReLU(s) = max(0, s) = { -0
s, s>0.

Desi este alcatuita din doud portiuni liniare, ReLU nu este liniara la nivel global. Derivata
sa este 0 pentru s < 0 si 1 pentru s > 0. In s = 0, derivata obisnuitd nu exista, iar imple-
mentarile software adopta o conventie pentru gradient. Pentru intrari pozitive, derivata
nu scade atunci cand s creste, evitind unul dintre mecanismele de saturatie ale sigmoidei.

Figura 4 compara vizual aceste trei activari: saltul brusc al functiei treaptd, tranzitia neteda
a sigmoidei si schimbarea pantei In cazul ReLU.

Principalele lor proprietati sunt rezumate mai jos.

Functie Iesire Derivata Utilizare tipica

Treapta {0,1}  Zero pentru s # 0; nedefinitd in s = Modele istorice si exemple didacti-
0 ce

Sigmoida (0,1) Existd pentru orice s Strat deiesire in clasificarea binara

ReLU [0,00) Opentrus < 0silpentrus>0 Straturi ascunse

Detaliile acestor functii diferd, dar rolul lor conceptual comun este introducerea neliniari-
tatii. Tocmai aceasta neliniaritate permite retelei mici din sectiunea urmatoare sa repre-
zinte relatii pe care o singurad dreapta nu le poate surprinde.

Pentru cititorii care doresc sd aprofundeze subiectul, Haykin [5] ofera o prezentare clasica
a retelelor neuronale, iar Goodfellow, Bengio si Courville [3] discutd functiile de activare
si antrenarea retelelor profunde intr-un cadru mai larg. Textul disponibil gratuit al lui
Nielsen [7] este deosebit de accesibil pentru dezvoltarea intuitiei despre neuroni, activari
si invatare.
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1. Functia treapta (step) 2. Functia sigmoida (logistica) ] 3. Functia ReLU
g(s) gls) g(s)
e SRR e :
]
]
|
| 0,5
|
]
'
e > S > s i > S
0 0
T e 1
s 0, s<0
’ = )
g(s) = g(s) = s) = max(0, s) =
0] s <80 1+e* g() (') s, s>0
i, J
. . N ‘ 8
lesire: 0 sau 1 lesire: valeri intre 0 §i 1. lesire: 0 pentru s < 0; iesire egald cu s pentru s = 0.
o T . . - .
. Decizie .da” (1) saunu’ (0) Tranzifie liné si continua. ° Simplasi eficientd de calculat.
® Derivabild in toate punctele. . PR, A
Discontinud in s = 0; in acest punct nu este derlvablla :Je[l\(gkgla n l|oa||e| purlveclele‘ cu exceplialuis =0
iar in celelalte puncte are derivata egal cu 0. ® Folosita pe scara larga in refele neuronale timp de muli ani. exista denvate lateral
i ie” Functia de activare cea mai utilizatd in prezent
= Rar utilizata in prezent. o :’g"r:gesn‘fi‘;g a‘iz"fn?é“’)r_aue pentru|s| foarte mare ® (si variantele sale).
g ~
Intuitie: Intuitie: Intuitie:
@ ia o decizie binara @ transforma scorul intr-un ,grad @ lasa sa treacd valorile pozitive si
printr-un salt brusc. de certitudine” intre 0 s1 1. le anuleaza pe cele negative.
(S T\ J
\' \( Rezumat: Functia de activare introduce neliniaritate in neur

ron.
Fara ea (sau dacé toate sunt liniare), intreaga refea se comporta ca un s\ngurc\asmnalor liniar (o dreapta).

Figura 4: Comparatie intre trei functii de activare utilizate frecvent in prezentarile intro-
ductive ale retelelor neuronale. Functia treapta ia o decizie brusca; sigmoida ofera o tranzi-
tie netedd intre 0 si 1; iar ReLU suprimad intrarile negative si le pastreaza pe cele pozitive.
Activarile neliniare impiedica o succesiune de straturi sa se reduca la o singura transfor-
mare afina.

6. Construirea unei retele neuronale mici

Consideram acum o retea cu doua intrdri, un strat ascuns cu trei neuroni si un neuron de
iesire. Intrarile raman

x, = Imasa, xy = diametrul,
iar ambele sunt transmise fiecarui neuron ascuns, asa cum se arata in Figura 5.

Notamiesirile stratului ascuns cu iy, h, Si h;. Fiecare neuron primeste aceleasi doud intrari,
dar are propriile ponderi si propriul bias:

hy = g (w21 +wipx5 +by),
hy = g (wg 21 + Wypxy + by)
hy = g (w321 + waomy + by) .
Desi toti cei trei neuroni primesc aceeasi masa si acelasi diametru, ei pot produce raspun-

suri diferite deoarece parametrii lor sunt diferiti. in timpul antrenarii, acesti parametri
sunt ajustati astfel incat activarile intermediare sa devina utile pentru clasificare.

Cele trei marimi h,, h, $i hg sunt apoi transmise neuronului de iesire, care calculeaza
Sout = V1hy + vy +ushg + ¢
9
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Strat de intrare Strat ascuns Strat de iesire
(intrari) (3 neuroni) (1 neuron)
by
Masa = e
1%
. c
l +«—— b, V2 ik ~
>
hy 7‘15» y
Predictie
Diametru (ex.: mar sau portocald)
Vs
b
—PConexiuni de la intrare —3Conexiuni de la stratul ascuns —Pgiasul fiecirui neuron

la stratul ascuns la stratul de iesire

Figura 5: Arhitecturd pedagogicd 2-3-1 utilizata pentru introducerea calculului intr-o retea
neuronala. Cele doud intrari — masa si diametrul — alimenteaza trei neuroni din stratul
ascuns. Activarile lor h, h,, h4; sunt apoi combinate de neuronul de iesire pentru a produce
predictia 3. Fiecare conexiune are o pondere ajustabild, iar fiecare neuron are un bias.

si produce
Y = Yout <Sout) N
Pentru problema noastra binard, folosim o sigmoida la iesire:

y =0 (vihy + vhy + vghg +¢), 0<y<l.

Folosind y = 1 pentru mar si y = 0 pentru portocald, un prag de 0.5 conduce la decizia de
clasa
7 > 0.5 = mar, 7 < 0.5 = portocala.

Valorile apropiate de 1 sunt astfel puternic asociate merelor, iar valorile apropiate de 0
portocalelor. Asa cum am observat anterior, interpretarea numerica a lui § ca probabili-
tate necesita ipoteze suplimentare despre model si despre antrenarea sa. Pentru regula de
clasificare utilizata aici este suficient sa privim ¢ ca pe o iesire continua a retelei.

Caracteristica centrald a acestei arhitecturi este reprezentarea intermediara
(x1,@3) — (hy, by, hg) — 4.

Reteaua primeste doud caracteristici si construieste trei marimi noi Inainte de a produce
raspunsul final. Aceste activiri nu sunt alese manual: ele depind de ponderi si biasuri si,
prin urmare, se modifica pe masura ce parametrii sunt antrenati.

10



TRADUCERE IN ROMANA A ORIGINALULUI IN LIMBA PORTUGHEZA
Cunha Jr

In ciuda dimensiunii sale mici, reteaua are deja treisprezece parametri ajustabili. Cei trei
neuroni ascunsi contin
3241)=9

parametri, iar neuronul de iesire contribuie cu
3+1=4.

Prin urmare,
9+4=13.

Acelasi numar devine transparent in notatie matriciald. Definim

z Wy Wig by
= [ml} ) w = Wg1 Wag | bt = by | -
2 W3  Wszg bs

Atunci stratul ascuns poate fi scris compact sub forma
h=g(WWx+bW),

unde g actioneazd componentd cu componentd. Pentru iesire,
j=0(WHh+0b?),

cu
W2 =1[v, vy vy,

Aceasta notatie anticipeaza structura care va apdrea in programul Python. Atunci cand
un fruct este prezentat la intrare si calculam succesiv activarile pana la obtinerea lui g,
efectudim propagarea inainte sau un forward pass. intrebarea centrald ramane: cum pot
fi determinati automat cei treisprezece parametri astfel incat predictiile sa se potriveasca
datelor?

7. Cum invata o retea neuronala?

Ponderile si biasurile nu sunt cunoscute dinainte. Ele trebuie ajustate folosind exemple
pentru care raspunsul corect este disponibil. Acest proces se numeste antrenare si poate fi
rezumat prin ciclul

predictie | — ] masurarea erorii\—> ‘ ajustarea parametrilor‘—> repetare |

Consideram un fruct cu masa de 140 g si diametrul de 7.0 cm, a carui clasa corectd este
portocald, deci y = 0. Sa presupunem cd, la un moment dat in timpul antrenarii, retea-
ua produce y = 0.80. O masura simpla a diferentei dintre predictie si tintd este eroarea
patratica

1 2
E=-(w—19).
2(y v)

Pentru acest exemplu,
1
E= 5(0 —0.80)2 = 0.32.

11
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Aceasta expresie este o functie de pierdere pentru un singur exemplu. Fiind un patrat, £ > 0,
iar predictiile mai indepartate de tintd primesc penalizari mai mari. Factorul 1/2 nu schim-
ba pozitia minimului, dar simplifica derivatele. In clasificarea binara sunt folosite adesea
alte pierderi, in special entropia incrucisata. Aici folosim eroarea patratica deoarece alge-
bra ei este transparenta si este suficientd pentru introducerea optimizarii si a retropropa-
garii [2, 3].

Daca setul de antrenare contine N exemple, o masura globala este pierderea medie

1 N
:N;Ei.

Fiecare predictie depinde de ponderile si biasurile retelei, astfel incit J depinde i ea de
toti acesti parametri. Antrenarea inseamna cdutarea unor valori ale parametrilor care fac
ca J sd fie mica.

Pentru a intelege mecanismul de ajustare, imaginam mai intai ca toti parametrii, cu excep-
tia unei singure ponderi w, sunt mentinuti fixati. Putem considera atunci pierderea drept

o functie J = J(w). Figura 6 rezuma etapele de baza ale antrendrii pe care le analizdm In
continuare.

= n i N o T T N
[ o PROPAGARE INAINTE (forward pass) ) € RETROPROPAGARE (backpropagation) |

Informatia trece de la intréri la iesire

Evoavea este propagat inapoi pentru a calcula |
pentru a produce o predictie.

uenta fiecarui parametru:

‘ e CALCULUL ERORII

Strat ascuns Strat de iesire -
(3 neuroni) (1 neuron) Comparam predictia j Gradientii
cuvaloarea Corecta . erorii

Intrari

Masé \\‘\i (—)\
F@ R s 4,
ozl
Predictie |
X
e ‘/ ‘ E=1p-92 -
D ‘ =o=3 Dt

@ retcaua prmestenvae v, )

Punden si biasuri
(ajustabile)

_ Ercare (oss);
Fiecare neuron 15 calculeaza lsirea foosind indicd cat de muta gresitrefeava

©  calouim serivatele roriin raport aufocare
ponder,biasur! 3 funcjia de actvare a0
[ > IS
(@ iovoru s steprocs sty e e e e

pondere si bias (gradienti).
s it fiecar meiru.
- ) \ ~ )
: T (6] ACTUALZAREA PARAMETRILOR | ) ____________________________
o REPETA
Fiecare pondere w si bias b sunt ajustate in directia care reduce eroarea. ———p Conexiuni de la intrare la stratul ascuns.

Eoxe

|
\

mode
Prezaamms

.
i
1
1
Reguicesctal o, ) 9E e
e ores i e actatizare = Oantigo — 1] - 22 i oneie e satl asuns st do i
ot it L\ (cobordrea gadentul) novo antigo — 11~ 35 !
1
X i
i
i
worres e gdent e {
et A o !

 refeaua incearca, isi ajusteaza parametri si incearca din nou.
Dupa multe incercéri, invati sa produca predictii tot mai burie.

L )

Figura 6: Ciclul de baza al antrendrii unei retele neuronale. Propagarea inainte transforma
intrdrile intr-o predictie; functia de pierdere masoara diferenta dintre predictie si tinta;
retropropagarea calculeaza gradientii folosind regula lantului; iar coborarea gradientului
foloseste acesti gradienti pentru a actualiza ponderile si biasurile. Repetarea acestui ciclu
de-a lungul mai multor epoci este ceea ce numim invatare.

Pentru cititorii cu putinad experienta in calcul diferential, o derivata poate fi interpreta-
ta aici ca o masura a sensibilitdtii locale: ea ne spune cum tinde sa se modifice pierderea
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atunci cadnd un parametru se schimba putin. Semnul indica directia care mareste sau mi-
csoreaza local functia, iar modulul masoara intensitatea acestei variatii locale.

Derivata
oJ

ow
reprezintd panta locald. Daca este pozitiva, o mica crestere a lui w tinde s& mareasca J,

deci ponderea trebuie deplasata in directia opusa. Daca este negativa, cresterea lui w tinde
local sd micsoreze J. Ambele cazuri sunt descrise de

oJ
Whew = Wold — 77%7
care reprezintd ideea de baza a coborarii gradientului. Numarul pozitiv n este rata de inva-
tare; el controleaza marimea pasului. O valoare foarte mica poate face antrenarea lenta,

in timp ce o valoare excesiv de mare poate produce oscilatii sau instabilitate.

Pentru o retea cu multi parametri, fie 6 orice pondere sau bias. Actualizarea devine

aJ
enew = 001d - 77%

Colectia tuturor derivatelor partiale formeaza gradientul pierderii. Geometric, gradientul
indica directia celei mai rapide cresteri locale, astfel incat gradientul negativ ofera o direc-
tie locala de descrestere.

Trebuie inca sa calculam aceste derivate atunci cand reteaua este 0 compunere de mai
multe functii. In timpul propagdrii inainte, informatia se deplaseaza astfel:

intrari — strat ascuns — iesire.

Pentru a determina modul in care un parametru dintr-un strat timpuriu influenteaza pier-
derea, urmarim matematic lantul dependentelor in directia inversd. Aceastd procedura
se numeste retropropagare (backpropagation). In esentd, ea este o aplicare sistematica si
eficientd a regulii lantului. Rumelhart, Hinton si Williams [8] ofera o referinta clasica pen-
tru popularizarea acestei proceduri in retele cu straturi ascunse; Nielsen [7] prezintad o
derivare detaliata si deosebit de didactica.

Pentru un lant simplu de dependente in care F depinde de g, care depinde de o activare A,
care la rdndul ei depinde de o pondere w, regula lantului da

OE _ OF 97 0h

ow 9y Oh dw’
Fiecare factor descrie o etapa a influentei lui w asupra pierderii finale. Retelele mai mari
contin multe astfel de lanturi, iar retropropagarea organizeaza calculul astfel incat deri-

vatele intermediare sa poata fi reutilizate, in loc sa fie recalculate separat pentru fiecare
parametru.

In practica, antrenarea utilizeaza multe exemple. O parcurgere completd a setului de an-
trenare se numeste epocd. Parametrii pot fi actualizati dupa fiecare exemplu, ca in progra-
mul didactic folosit mai tarziu in acest articol, sau dupa grupuri mici de exemple numite
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mini-batch-uri, ceea ce este obisnuit in retelele mai mari. in ambele cazuri, ciclul predicti-
ilor, pierderilor, gradientilor si actualizarilor se repeta de-a lungul multor epoci.

Un mod concret de a vizualiza aceasta evolutie este sd urmarim predictia pentru acelasi
exemplu in diferite etape ale antrendérii. Consideram din nou fructul cu masa de 140 g si di-
ametrul de 7.0 cm, a carui clasa corecta este portocala. Tabelul 1 arata o progresie ipotetica.
Aceste valori nu corespund unei anumite executii; ele doar ilustreaza mecanismul.

Tabela 1: Evolutie ipotetica a predictiei retelei pentru acelasi fruct in timpul antrendrii.
Actualizarile repetate ale parametrilor pot deplasa o iesire initial incorecta catre o clasifi-
care compatibila cu eticheta tinta.

Epocd Predictiey Pierdere £ Clasificare

1 0.86 0.37 Mar

5 0.71 0.25 Mar
10 0.55 0.15 Mar
20 0.31 0.05 Portocala
40 0.09 0.004 Portocala

La inceput, iesirea este apropiata de 1, iar fructul este clasificat incorect drept mar. Pe
masura ce parametrii sunt ajustati, predictia scade si trece in cele din urma sub pragul 0.5,
producand clasa corecta. Ceea ce se schimba in acest proces sunt valorile numerice ale
ponderilor si biasurilor; arhitectura retelei raméane fixa.

Reducerea pierderii pe datele de antrenare nu este obiectivul final. O retea utila trebuie
sa faca predictii bune si pentru exemple care nu au fost folosite la ajustarea parametrilor.
Aceasta capacitate se numeste generalizare. Atunci cAnd un model se adapteaza prea mult
la particularitatile setului de antrenare si are performante mai slabe pe date noi, apare
suprainvdtarea (overfitting). In evaluari mai riguroase, datele sunt de obicei separate in
seturi de antrenare, validare si testare: primul ajusteaza parametrii, al doilea sprijina ale-
gerile facute in timpul dezvoltarii modelului, iar al treilea este rezervat evaludrii finale.
Discutii mai ample despre generalizare si evaluarea modelelor pot fi gasite in Faceli et al.
[2] si Goodfellow, Bengio si Courville [3].

Am ajuns astfel la sensul matematic al invatarii intr-o retea neuronald. In acest context, a
invata inseamna a ajusta parametrii unei functii compuse astfel incat sd reducd o masura a
erorii pe date si, ideal, sa generalizeze la exemple noi. Reteaua face o predictie, calculeaza
o pierdere, foloseste derivate pentru a determina modul in care parametrii influenteaza
acea pierdere si efectueaza o succesiune de mici corectii.

8. De la matematica la Python

Trecem acum de la ecuatii la un program executabil. Scopul nu este sa utilizam o biblio-
teca specializatd pentru retele neuronale, ci sa implementam direct, cu NumPy, operatiile
matematice dezvoltate pe parcursul articolului [4]. Astfel putem vedea, linie cu linie, cum
apar in cod combinatiile liniare, functiile de activare, calculul pierderii, retropropagarea
si coborarea gradientului.

Pentru un exemplu final mai convingator, folosim un set de date sintetic raspandit pe un
domeniu mai larg masd-diametru. Continuam sa lucram cu doar doud caracteristici fizi-
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ce — masa in grame si diametrul in centimetri — dar distribuim acum 64 de exemple de
antrenare Intr-o regiune larga a planului si rezervam inca opt exemple pentru un test ilus-
trativ. Datele raman sintetice si se mentin in intervale plauzibile pentru mere si portocale.
Ele sunt construite astfel incat sa produca o frontiera de decizie neliniara fara a concentra
toate punctele In cateva grupuri excesiv de artificiale.

Ideea geometrica este simpld. Definim o curba de referinta in planul masd-diametru, pla-
sam merele in doua benzi deasupra acestei curbe si portocalele in doua benzi dedesubt.
Addugdm mici perturbatii deterministe atat masei, cat si diametrului, astfel incat obser-
vatiile sd ocupe o regiune mai largd. Exemplul rezultat este mai bogat decat ilustratiile
anterioare: contine mai multe puncte, datele sunt distribuite pe domeniu, iar frontiera de
decizie adecvata este In mod clar mai curbata decat o dreapta.

Pentru acest experiment computational final, marim stratul ascuns la doisprezece neuroni
ReLU. Aceasta nu schimba structura conceptuala studiata in sectiunile precedente; doar
méreste capacitatea retelei de a reprezenta o frontierd mai elaborata. In locul celor 13
parametri ai retelei pedagogice cu trei neuroni, avem acum 49 de parametri ajustabili: 24
de ponderi si 12 biasuri in primul strat, urmate de 12 ponderi si un bias in stratul de iegire.
Ecuatiile pastreaza exact aceeasi formd; doar vectorii si matricele devin mai mari.

Programul complet este prezentat mai jos.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib.lines import Line2D

def relu(s):
return np.maximum(0, s)

relu derivative(s):
return (s > 0).astype(float)

sigmoid(s):
return 1 / (1 + np.exp(-s))

base boundary(m):
return 6.68 + 0.74x*np.exp(—((m=155)/20)**2) \
+ 1.50/(1 + np.exp(—(m-202)/5))

build data():

masses 1 = np.linspace(118, 212, 16)
masses 2 = masses 1 + np.array([
Lo2,=1.0,0.8,=1.3,1.0,=0.8,1.1,=1,
1.3,-0.9,0.9,-1.2,1.0,-1.0,0.8,-0.

0:
7

1)
k = np.arange(16)

al = np.column stack([
masses 1,
base boundary(masses 1) + 0.22 + 0.05%np.sin(0.8x%k)

np.column_stack([




X tr
mean
std

Xn =

rng

eta
n_ep
hist
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masses 2,
base boundary(masses 2) + 0.58 + 0.06x*np.cos(0.45x%k)
1)

0l = np.column_ stack([
masses 1,
base boundary(masses 1) — (0.22 + 0.04x*np.cos(0.7xk))

np.column_stack([
masses 2,
base boundary(masses 2) - (0.55 + 0.05*np.sin(0.5xk))
1)

X train = np.vstack([al, a2, ol, 02])
y train np.array([1.0]*32 + [0.0]%32)

X test = np.array([
[121.0, 7.20], [135.0, 7.45],
[152.0, 7.75], [171.0, 7.32],
[121.0, 6.28], [152.0, 6.86],
[189.0, 6.48], [208.0, 7.55]
1)
y test = np.array([1,1,1,1,0,0,0,0], dtype=float)

return X train, y train, X test, y test

predict(X, mean, std, W1, bl, W2, b2):
Xn = (X - mean) / std
outputs = []
for x in Xn:
h = relu(Wl @ x + bl)
y hat = sigmoid(W2 @ h + b2)
outputs.append(y hat)
return np.array(outputs)

ain, y train, X test, y test = build data()

= X train.mean(axis=0)
= X _train.std(axis=0)
(X train - mean) / std

= np.random.default rng(42)
0.1 * rng.standard normal( (12, 2))
np.zeros(12)
0.1 * rng.standard normal(12)
0.0
= 0.05
ochs = 6000
ory = [1

epoch in range(n_epochs):

for i in rng.permutation(len(Xn)):
x = Xn[i]
target = y train[i]

z1 =Wl @x + bl
h = relu(zl)
z2 =W2 @ h + b2
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y hat = sigmoid(z2)

delta2 = (y hat - target) * y hat * (1 - y hat)
dw2 = delta2 * h

db2 = delta2

deltal = (delta2 x W2) x relu derivative(zl)
dwl np.outer(deltal, x)

dbl = deltal

eta dwl
eta dbl
eta dw2
eta db2

=0T =
NP B
| |

o
N
|

errors = []
for x, target in zip(Xn, y train):
h = relu(Wl @ x + bl)
y hat = sigmoid(W2 @ h + b2)
errors.append(0.5 x (target - y hat)*x2)
history.append(np.mean(errors))

make figure():

masses = np.linspace(116, 214, 500)

diameters = np.linspace(6.0, 8.85, 500)

M, D = np.meshgrid(masses, diameters)

grid = np.column stack([M.ravel(), D.ravel()])

P = predict(grid, mean, std, W1, bl, W2, b2).reshape(M.shape)

fig, ax = plt.subplots(figsize=(9.2, 6.3))
ax.contourf(
M, D, P,
levels=[0.0, 0.25, 0.50, 0.75, 1.0],
colors=["#f3e0cb", "#ecd5c4", "#dbe7cf", "#cde3bf"],
alpha=0.95
)
ax.contour(M, D, P, levels=[0.5],
colors=["#5ala8a"], linewidths=2.2)

mask = y train == 1.0

ax.scatter(X train[mask,0], X train[mask,1], marker="o",
s=48, facecolors="white", edgecolors="black",
linewidths=1.1, label="aMr - antrenare")

mask = y train == 0.0

ax.scatter(X train[mask,0], X train[mask,1], marker="s",
s=48, facecolors="white", edgecolors="black",
linewidths=1.1, label="aPortocal - antrenare")

mask = y test == 1.0

ax.scatter(X test[mask,0], X test[mask,1], marker=""",
s=92, color="#1f77b4", label="aMr - test")

mask = y test == 0.0

ax.scatter(X test[mask,0], X test[mask,1], marker="x",
s=110, color="#ff7f0e", linewidths=2.0,
label="aPortocal - test")

ax.set xlabel("aMas (g)")
ax.set ylabel("Diametru (cm)")
ax.set title("sIeirea treelei neuronale adup antrenare")

handles = [
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Line2D([0],[0], marker='o', markersize=9,
markerfacecolor="'white', markeredgecolor='black',
linestyle='None', label='aMr - antrenare'),

Line2D([0],[0], marker='s', markersize=9,
markerfacecolor='white', markeredgecolor='black',
linestyle="'None', label='aPortocal - antrenare'),

Line2D([0],[0], marker='""', markersize=9, color='#1f77b4"',
linestyle='None', label='aMr - test'),

Line2D([0],[0], marker='x', markersize=10, color='#ff7f0e’',
linestyle='None', label='aPortocal - test'),

Line2D([0],[0], color='#5ala8a', lw=2.2,
label='Frontiera de decizie a treelei neuronale')

1
ax.legend(handles=handles, loc='center left',
bbox to anchor=(1.02, 0.5), frameon=True)

fig.tight layout()
plt.show()

Desi codul este mailung decat primele ecuatii studiate in articol, structura sa rdimane trans-
parentd. Functiabuild data() genereazd automat cele 64 de exemple de antrenare sicele
opt exemple ilustrative de test. Apoi standardizdm ambele variabile conform relatiei

s YTy

(1’;,:7,

9

unde y; $io; sunt calculate numai din setul de antrenare. Astfel, setul de test nu influentea-
za ajustarea parametrilor, iar masa si diametrul sunt aduse pe scari numerice comparabile.

Propagarea inainte nu se schimba in esenta. Singura diferenta este ca primul strat produce
acum un vector cu douasprezece activari ascunse. In notatie matriciala,

zV) = whx 4 b, h = ReLU(z"),

22 = W@h + 3, 7 =o(z?).

Aceste patru linii contin in continuare nucleul matematic al algoritmului. Antrenarea pas-
treaza si ea logica introdusa anterior: calculam o predictie, ii mdsuram eroarea, propagam
inapoi informatia de sensibilitate folosind derivate si actualizdm parametrii prin pasi mici
de coborare a gradientului.

In cod, retropropagarea la stratul de iesire apare in
delta2 = (y hat - target) * y hat * (1 - y hat)
iar propagarea catre stratul ascuns apare In

deltal = (delta2 * W2) * relu derivative(zl)

urmata de actualizarea tuturor ponderilor si biasurilor. Deoarece exemplele sunt ames-
tecate la fiecare epoca, iar parametrii sunt actualizati dupa fiecare observatie, aceasta im-
plementare este o forma elementara de cobordre stocastica a gradientului.

Cu samanta aleatoare si hiperparametrii utilizati aici, pierderea medie finald este de or-
dinul 107° pana la 10~%, iar toate cele 64 de exemple de antrenare, impreund cu cele opt
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exemple ilustrative de test, primesc clasificarea asteptatd. Acest rezultat nu trebuie in-
terpretat ca o evaluare statistica riguroasa a performantei: datele sunt sintetice si au fost
construite in scop pedagogic. Rolul lor este de a arata, intr-un cadru mai putin trivial, cum
o retea neuronald mica poate Invéata o frontiera de decizie clar neliniara.

Figura 7 arata iesirea finald a programului in planul masa-diametru. Sunt afisate toate
punctele de antrenare. Curba evidentiata este nivelul § = 0.5 si reprezinta frontiera de
decizie invatatd de retea; regiunile colorate indica cele doud clase prezise. Cercurile re-
prezinta merele de antrenare, patratele portocalele de antrenare, triunghiurile merele de
test, iar crucile portocalele de test. Legenda este amplasata in afara regiunii principale a
graficului pentru ca niciun punct sa nu fie ascuns.

lesirea retelei neuronale dupa antrenare

8.5 1

Mar — antrenare

Portocald — antrenare

Diametru (cm)

Mar — test

> 00

Portocald — test

Frontiera de decizie a retelei neuronale

6.0 T

120 140 160 180 200
Masa (g)

Figura 7: Iesirea Python dupa antrenarea retelei neuronale. Setul de date sintetic contine
64 de exemple de antrenare raspandite Intr-o regiune larga a planului masa-diametru si
inca opt exemple rezervate pentru un test ilustrativ. Curba evidentiata este nivelul y = 0.5
sireprezintd frontiera de decizie invatata; regiunile colorate indica clasele prezise de retea.
Cercurile reprezinta merele de antrenare, patratele portocalele de antrenare, triunghiurile
merele de test, iar crucile portocalele de test.

Am pornit de la o dreapta care separd doua grupuri simple de puncte si am ajuns la un
exemplu computational mai bogat, In care o frontiera curbata rezulta din ajustarea auto-
mata a parametrilor retelei. Nu a fost adaugat nimic misterios matematicii: implementa-
rea doar organizeaza si repetd, la o scard mai mare si cu viteza ridicatd, combinatii afine,
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functii de activare, derivate, produse matriciale si actualizari prin coborarea gradientului
(3, 7].

Tot materialul computational asociat acestui articol — inclusiv codul si un notebook Google
Colab executabil — este disponibil la https://neuralmath.org, oferind un punct unic de acces
cititorilor care doresc sa exploreze, sa reproduca sau sa adapteze exemplele.

Declaratie privind utilizarea IA. Autorul a utilizat ChatGPT, dezvoltat de OpenAl, ca
instrument de sprijin pentru redactare, revizuire lingvistica, organizare expozitiva si ge-
nerarea figurilor didactice. Autorul isi asuma intreaga responsabilitate pentru continutul
final al lucrarii, inclusiv pentru conceptia si dezvoltarea materialului matematic, codul si
referintele utilizate.
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