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Przedmowa

Ten tekst wyrdst z prostej idei: uczyni¢ widocznymi operacje matematyczne
zachodzace wewnatrz matej sieci neuronowej. W wielu wprowadzeniach sieci
neuronowe przedstawiane s3a jako potezne, lecz nieprzejrzyste narzedzia.
Czytelnik uczy sie wywolywac biblioteke, uruchamiac¢ trening i obserwowac
krzywa straty, niekoniecznie widzac sekwencje operacji, ktéra zamienia dane
w decyzje. Tutaj wybieramy droge odwrotng. Zaczynamy od elementarnego
problemu geometrycznego, interpretujemy klasyfikator liniowy jako sztuczny
neuron, wprowadzamy funkcje aktywacji, }aczymy neurony w mala sie¢ i krok
po kroku dochodzimy do gradientéw, spadku gradientowego i propagacji
wstecznej.

Tekst zostal napisany dla oséb z relatywnie skromnym przygotowaniem z
rachunku rézniczkowego i statystyki: studentéw, nauczycieli i samoukdw.
Celem nie jest uproszczenie tematu az do znikniecia matematyki, lecz takie
uporzadkowanie wywodu, aby kazda nowa idea opierala sie na czyms$
znanym: punkcie na plaszczyznie, prostej, ztozeniu funkcji, pochodnej i regule
lanicuchowej. Kod w Pythonie i NumPy pojawia sie jako naturalna
konsekwencja tej konstrukcji; rdwnania i algorytm sa dwoma opisami tego
samego obiektu. Najlepiej wiec czytac z otwartym notebookiem, uruchamiajac
i modyfikujac kazdy krok.

Ten tekst jest cze$cig kolekcji NeuralMath dostepnej w 26 jezykach. Kazda
wersja zachowuje te same rownania, rysunki, przyklady numeryczne i
numeracje sekcji, dzieki czemu czytelnicy réznych jezykow moga uczy¢ sie
razem. Wazna bariera w nauce matematyki i informatyki jest nie tylko
trudnos¢ pojeciowa, ale rowniez jezykowa, a kazdy czytelnik zastuguje na
punkt wejscia we wlasnym jezyku.

Moim celem jest, aby czytelnik zakonczyl te droge z mniej tajemniczym
obrazem sieci neuronowej. Nie trzeba udawal, ze wspolczesne systemy
neuronowe sa proste. Wystarczy pokaza¢, ze pod skala i zlozono$ciag
dzisiejszych zastosowan wciaz dzialaja idee matematyczne, ktére mozna
bada¢, wyprowadzac, implementowac i rozumie¢.

Americo CunhaJr. - 2026
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Matematyczna anatomia sieci neuronowej

Americo Cunha Jri&

Streszczenie

Przedstawiamy matematyczne wprowadzenie do sztucznych sieci neuronowych na przy-
kladzie prostego problemu klasyfikacji. Klasyfikator liniowy prowadzi w naturalny sposéhb
do pojecia sztucznego neuronu; nastepnie omawiamy wagi, biasy, funkcje aktywacji oraz
}gczenie neuronéw w niewielka sieé. Proces uczenia wprowadzamy poprzez funkcje straty,
pochodne, spadek gradientu i propagacje wsteczna. Na koricu model jest implementowany
bezposrednio w jezyku Python, dzieki czemu zwigzek miedzy rownaniami a algorytmem
staje sie jawny. Celem jest pokazanie, ze znane pojecia geometrii analitycznej, algebry li-
niowej i rachunku rézniczkowego stanowia przystepna podstawe do zrozumienia podsta-
wowych mechanizmdw sieci neuronowych.

Slowa kluczowe: sztuczne sieci neuronowe; uczenie maszynowe; edukacja matematycz-
na; propagacja wsteczna; Python.

1. Kiedy komputer moze sie uczy¢?

W zyciu codziennym niemal bezwiednie podejmujemy decyzje klasyfikacyjne. Patrzac na
owoc, szybko rozpoznajemy, czy jest to jabiko, czy pomarancza; gdy na telefon przychodzi
wiadomo$¢, odrézniamy prawidlowa korespondencje od niechcianej reklamy; w analizie
medycznej kilka pomiaréw moze by¢ laczonych, aby wesprzeé decyzje; a w instytucjach
finansowych przed przyznaniem kredytu ocenia sie wiele informacji. We wszystkich tych
przykladach kilka cech rozpatruje sie jednoczesnie, aby uzyskac¢ odpowiedz.

W wielu tradycyjnych programach komputerowych reguly prowadzace do takiej odpowie-
dzi sg jawnie zapisane przez programiste. Podejscie to dziala dobrze, gdy reguly sa znane
imozna je jasno sformutowac. Staje sie mniej skuteczne, gdy dane sa bardzo zréznicowane
albo gdy trudno z gory okresli¢ wszystkie warunki potrzebne do podjecia dobrej decyzji.
Prowadzi to do naturalnego pytania:

Czy mozemy zbudowacd program, ktory nauczy sie reguty decyzyjnej na podstawie
przyktaddw, zamiast otrzymac te regule z gory?

Jest to jedna z centralnych idei uczenia maszynowego, dziedziny sztucznej inteligencji
zajmujacej sie metodami dopasowywania modeli do danych [2, 3]. W problemie uczenia
nadzorowanego algorytm otrzymuje przyktady wraz z poprawnymi odpowiedziami, a na-
szym celem jest znalezienie modelu, ktéry potrafi takze generowac uzyteczne predykcje
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dla przypadkéw niewykorzystywanych podczas treningu. Wéréd wielu modeli opraco-
wanych w tym celu szczegdlne znaczenie zyskaly sztuczne sieci neuronowe, stosowane
miedzy innymi w rozpoznawaniu obrazow, przetwarzaniu jezyka, analizie sygnalow
i prognozowaniu szeregow czasowych [6].

Wykorzystanie sieci neuronowych jako pomostu miedzy matematyka, obliczeniami i edu-
kacja szkolna bylo juz omawiane na tfamach Professor de Matemadtica Online przez Batiste
i Martinsa [1], ktérzy przedstawiajg aktywno$¢ zwigzang z ksztalceniem nauczycieli, Py-
thonem i rozpoznawaniem cyfr. Niniejszy artykul przyjmuje uzupeiniajaca perspektywe.
Naszym gléwnym celem jest odstoniecie matematyki wewnatrz niewielkiej sieci neuro-
nowej, poczawszy od geometrii analitycznej, a nastepnie przechodzac krok po kroku do
obliczania gradientu i recznej implementacji propagacji wstecznej.

Mimo wyrafinowania wspdlczesnych zastosowan matematyczny rdzen sieci neuronowej
mozna wprowadzi¢ przy uzyciu stosunkowo dobrze znanych poje¢. Na podstawowym po-
ziomie sie¢ neuronowa jest zlozeniem funkcji, ktorych parametry sg dostrajane na podsta-
wie danych. Zaczynamy od prostego problemu geometrycznego, reinterpretujemy prosta
rozdzielajacg jako sztuczny neuron, laczymy kilka neurondéw, analizujemy role funkcji ak-
tywacji i pokazujemy, jak pochodne moga stuzy¢ do automatycznej regulacji parametrow
sieci. Nastepnie implementujemy kompletny, niewielki przyklad w Pythonie, zachowujac
bezposdrednig zgodno$¢ miedzy rownaniami i kodem.

2. Matematyczna reprezentacja problemu

Aby zrozumie¢ dzialanie sieci neuronowej, zaczniemy od celowo uproszczonego proble-
mu: odrdzniania jablek od pomaranczy. Owoc ma wiele cech, ktére moglyby by¢ przydatne
w tym zadaniu, takich jak kolor, masa, $rednica, tekstura czy zapach. Poczatkowy model
matematyczny nie musi jednak obejmowac catlej tej ztozonosci. Wykorzystamy tylko dwie
tatwo mierzalne wielko$ci: mase w gramach oraz $rednice w centymetrach.

Kazdy owoc bedziemy zatem reprezentowac uporzadkowana para

(561,1‘2)7

gdzie
x; = masa oraz x4 = $rednica.

Para (155, 7.2) reprezentuje wiec owoc o masie 155 g i Srednicy 7.2 cm. Zastepujac obiekt
fizyczny dwoma pomiarami liczbowymi, przyporzadkowujemy kazdemu owocowi punkt
na plaszczyznie kartezjanskiej: pierwsza wspolrzedna oznacza mase, a druga $rednice. Ry-
sunek 1 ilustruje te reprezentacje dla hipotetycznego zbioru jablek i pomaranczy.

Ta transformacja zmienia sposob postrzegania problemu. Zamiast pyta¢ bezposrednio, jak
rozpoznac jabiko lub pomararncze, mozemy zadac pytanie geometryczne: jak rozdzieli¢ na
plaszczyznie punkty nalezace do dwoch klas? Taka zmiana punktu widzenia ma funda-
mentalne znaczenie w uczeniu maszynowym. Obrazy, teksty, dzwieki i sygnaly ekspery-
mentalne musza zosta¢ przeksztalcone w reprezentacje numeryczne, zanim algorytm be-
dzie mdgl je przetwarzac¢. W naszym przykladzie kazdy obiekt ma tylko dwie wspoéirzed-
ne; w rzeczywistych zastosowaniach reprezentacja moze zawierac setki, tysigce, a nawet
miliony skladowych. Zasada pozostaje ta sama: kazdy przyklad jest zwiazany ze zbiorem
liczb, a model poszukuje reguly odwzorowujacej te reprezentacje na pozadang odpowiedz.
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1. OBIEKTY FIZYCZNE 2. DANE LICZBOWE 3. REPREZENTACJA MATEMATYCZNA
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Rysunek 1: Od obserwacji fizycznej do modelowania matematycznego. Kazdy owoc jest
najpierw opisany dwiema mierzalnymi wielko$ciami — masa i Srednicga — a nastepnie re-
prezentowany przez uporzadkowana pare (z,,z,). Na plaszczyznie masa-Srednica kazda
obserwacja staje sie punktem, dlatego odrdznianie jablek od pomaranczy mozna reinter-
pretowac jako geometryczny problem rozdzielenia dwoch Klas.

Zaczynamy od najprostszej dostepnej reguly geometrycznej i pytamy, czy jedna prosta mo-
ze wystarczajaco dobrze oddzieli¢ punkty odpowiadajace jablkom od punktéw odpowia-
dajacych pomaranczom.

3. Prosta jako klasyfikator

Gdy kazdy owoc zostanie przedstawiony jako punkt na ptaszczyznie kartezjanskiej, klasyfi-
kacja staje sie problemem geometrycznym: czy prosta moze oddzieli¢ jabtka od pomaran-
czy? To pytanie zawiera podstawowq idee waznej rodziny metod uczenia maszynowego
nazywanych klasyfikatorami liniowymi.

Rozwazmy prosta przecinajaca chmure danych, jak na Rysunku 2. Prosta dzieli plaszczy-
zne na dwie pdéiplaszczyzny. Jezeli wiekszo$¢é punktéw odpowiadajacych jabtkom lezy po
jednej stronie, a wiekszo$¢ punktéw odpowiadajacych pomaranczom po drugiej, potozenie
nowego owocu wzgledem prostej moze stuzy¢ jako regula klasyfikacji. Po zmierzeniu jego
masy i Srednicy reprezentujemy owoc jako punkt i okreslamy, po ktdorej stronie prostej ten
punkt sie znajduje.
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Srednica (cm)

100 120 140 160 180 200
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Rysunek 2: Przyklad klasyfikatora liniowego na plaszczyznie masa—S$rednica. Prosta peini
role granicy decyzyjnej: punkty w jednej poiplaszczyznie otrzymuja jedna klase, a punkty
w przeciwnej péliplaszczyznie druga. Decyzja zalezy zatem wylacznie od tego, po ktdrej
stronie prostej znajduje sie punkt.

Na plaszczyznie kartezjanskiej (z,, z,) prosta mozna opisa¢ réwnaniem

wy Ty + wyy +b =0, (wy,wy) # (0,0).

Wektor (w,,w,) jest prostopadly do prostej i dlatego wyznacza jej orientacje, natomiast
parametr b wplywa na jej polozenie. Reprezentacja ta ma niewielka nadmiarowos$¢: jedno-
czesne pomnozenie w,, w, 1 b przez te sama niezerowa stala daje dokladnie te sama prosta.
Parametry opisujace granice nie sg wiec jednoznaczne. Ich interpretacja liczhowa zalezy
rowniez od skali zmiennych. Poniewaz masa jest mierzona w gramach, a $rednica w centy-
metrach, nie nalezy bezposrednio poréwnywac wartosci liczbowych w, i w, bez uwzgled-
nienia réznych jednostek.

Samo réwnanie prostej daje prosty sposéb okreslenia, po ktorej stronie granicy znajduje
sie punkt. Zdefiniujmy wynik

(21, ®y) = w1y + wyy +b.

Jezeli s(zy,z5) = 0, punkt lezy na prostej. Gdy s(z,,z,) > 0, znajduje sie w jednej poiplasz-
czyznie; gdy s(z,,z,) < 0, w drugiej. Jesli przyjmiemy, ze dodatnie wartosci odpowiadaja
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jablkom, a ujemne pomaranczom, regula przyjmuje postac

s(xzy,25) >0 = jabiko,
s(xy,24) <0 = pomarancza.

Na przyklad rozwazmy granice zadang przez

Dla owocu o masie 160 g i Srednicy 7.8 cm,

1
s:ﬁx160+2x7.8—30

=16+4+15.6 —30
=1.6.

Poniewaz wynik jest dodatni, punkt znajduje sie w péiptaszczyznie skojarzonej przez nas
z jabtkami. Klasyfikator przypisalby wiec temu owocowi etykiete jabika.

Nie kazdy wybor w,, w, i b prowadzi do dobrej klasyfikacji. Niektore proste stabo rozdziela-
ja obie grupy, podczas gdy inne powoduja mniej bledéw. Problem uczenia polega wilasnie
na wykorzystaniu wczes$niej oznaczonych przykladéw do wyznaczenia warto$ci parame-
tréw zmniejszajacych miare bledu modelu. Zamiast programowac polozenie prostej bez-
posrednio, chcemy, aby algorytm dostosowat jej wspdlczynniki na podstawie danych.

Jedna prosta moze dziala¢ dobrze, gdy klasy sa w przyblizeniu liniowo separowalne. Bar-
dziej zlozone zbiory danych mogg wymagac granicy nieliniowej. Zanim zajmiemy sie tym
ograniczeniem, zinterpretujemy skonstruowany klasyfikator jako podstawowa jednostke
obliczeniowa: sztuczny neuron.

4. Sztuczny neuron
W poprzedniej cze$ci wyrazenie
5= w;T) +wyTy +b

stuzylo do okreslenia, po ktdrej stronie prostej znajduje sie owoc. To samo wyrazenie moz-
na traktowac jako pierwszy etap obliczen wykonywanych przez sztuczny neuron. Neuron
otrzymuje wejscia liczhowe, laczy je przy uzyciu wag i biasu, a nastepnie stosuje funkcje
matematyczng, aby uzyskac wyjscie.

W naszym przykladzie wejsciami sa masa x, i Srednica z,. Kazde wejscie jest mnozone
przez parametr nazywany waggq; iloczyny sa sumowane ze statym skladnikiem 5, nazywa-
nym biasem (wyrazem wolnym). Rysunek 3 przedstawia schemat tego obliczenia.

Wagi okreslajg, jak zmiany wej$¢ wplywaja na wynik. Jezeli =, i wszystkie pozostate wiel-
kosci sa stale, zmiana Az, zmienia s 0 w;Az,. Analogicznie zmiana Az, zmienia wynik
0 wyAz,. Znaczenie ma takze znak: dodatnia waga powoduje, ze wzrost wejscia zwieksza
wynik, natomiast ujemna waga wywotuje efekt przeciwny. Interpretacje te nalezy stoso-
wac ostroznie, gdy zmienne majg rozne jednostki i skale. Z tego powodu w praktycznych
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Wejscia Wagi Suma wazona
+ bias

Masa
X b Funkcja aktywacji Wyijscie
1 (bias)

Srednica ) @\
§ = y=5(s)
(predykcj)a
S = WXy + WXy + -+ neuronu
\ +wpx, + b

|nne WE‘JSCIB

Kazde wejscie x;
jestmnozone przez
swoja wage w;

N 2! LS 2! & J A &4
Vo Y W e
Neuron otrzymuje wartosci wejsciowe Kazde wejscie jest mnozone przez Hocgny sg sumowane, a bias b Wynik s jest przeksztalcany przez funkcje
(X3 X0 s Xe)- odpowiadajaca mu wage. jest dodawany, tworzac wynik s. aktywaciji g, dajac wyjcie §
L Neuron wykonuje: kombinacjg liniowa (suma wazona + bias), a nastgpnie nieliniowos$¢ (funkcja aktywacji). 1

Rysunek 3: Schemat dzialania sztucznego neuronu. Kazde wejscie z; jest mnozone przez
wage w;; iloczyny sa sumowane z biasem b, tworzgc wynik s. Funkcja aktywacji g prze-
ksztalca nastepnie ten wynik w wyjscie § = g(s), ktére moze by¢ uzyte jako wielkos¢ po-
$rednia lub jako koncowa predykcja.

implementacjach dane wejsciowe sg czesto normalizowane lub standaryzowane przed tre-
ningiem.

Bias b jest stalym skladnikiem przeksztalcenia afinicznego. Geometrycznie umozliwia prze-
suwanie granicy decyzyjnej. Gdy b = 0, rGwnanie

wll‘l + w2$2 = 0

wymusza przejscie prostej przez poczatek ukladu wspéirzednych. Obecnos$¢ biasu pozwala
przesunac granice w inne miejsce. Rbwnowaznie, gdy z; = z, = 0, wynik jest po prostu
rowny s = b.

Wynik nie musi by¢ konicowym wyjsciem neuronu. Ogélnie stosuje sie do niego funkcje
aktywagji g:

§=9(s) = g(wzy +wyxy +b).
Obliczenie ma zatem dwa etapy,

Dla warto$ci parametrow z poprzedniej czesci otrzymujemy s = 1.6. Je$li wybierzemy funk-
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cje skokowa
1, s>0,

9ls) = {0, s <0,

wtedy § = ¢(1.6) = 1. Zgodnie z przyjeta konwencja owoc zostaje sklasyfikowany jako jab}-
ko. Przy takiej aktywacji decyzja zmienia sie, gdy s przechodzi przez zero, dlatego granica
klas jest dokladnie dana przez

Wy T, + WyLy +b=0.

Pojedynczy neuron jest wiec prostym obiektem matematycznym o regulowanych parame-
trach. Jego prawdziwe znaczenie ujawnia sie przy laczeniu wielu takich jednostek. Zanim
jednak zbudujemy sie¢, musimy zrozumie¢, dlaczego funkcja aktywacji jest tak istotna.

5. Dlaczego potrzebujemy funkcji aktywacji?

Neuron najpierw oblicza wynik za pomoca przeksztalcenia afinicznego, a dopiero potem
stosuje funkcje aktywacji. Ten drugi etap jest niezbedny, jesli sie¢ neuronowa ma repre-
zentowac zlozone zaleznosci. Aby zobaczy¢ dlaczego, wyobrazmy sobie sie¢ bez funkcji
aktywacji. Kazda jednostka miataby wtedy postac

Y = w;T; + wyxy + b.

Dla ilustracji jednowymiarowej zal6zmy, ze pierwsza jednostka wyznacza
h=ax+b

a druga oblicza
y=-ch+d.

Po podstawieniu otrzymujemy
y=clax +b)+d=acx+ (cb+d),

co nadal jest funkcjg afiniczng zmiennej x. To samo zachodzi w wielu wymiarach: zlozenie
przeksztalcen afinicznych pozostaje afiniczne. Dodawanie wielu warstw bez operacji nie-
liniowej nie zwieksza wiec zasadniczo mozliwosci reprezentacyjnych sieci; cale zlozenie
mozna byloby zastgpi¢ jednym przeksztalceniem afinicznym.

Funkcja aktywacji przelamuje to ograniczenie. Po obliczeniu wyniku s neuron stosuje zwy-
kle nieliniowe odwzorowanie

h=g(s).

Gdy polaczymy kilka takich jednostek, powstalego zlozenia nie mozna juz sprowadzic¢ do
jednego przeksztalcenia afinicznego. Dzieki temu sie¢ moze tworzy¢ bardziej zlozone gra-
nice decyzyjne.

Najprostsza funkcja aktywacji jest funkcja skokowa,

1, s>0,

9ls) = {0, s <0.
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Daje ona decyzje binarna i jest bardzo uzyteczna do zrozumienia klasyfikacji. Jej pochodna
jest jednak rowna zeru dla s # 0 i nie istnieje w s = 0. Poniewaz uczenie gradientowe wy-
korzystuje pochodne do okres$lenia, jak powinny zmieniac sie parametry, funkcja skokowa
nie nadaje sie do takiego mechanizmu treningu.

Jedna z alternatyw jest funkcja sigmoidalna,

B 1
T l4es

o(s)

Odwzorowuje ona kazda liczbe rzeczywistg na warto$¢ $cisle miedzy 01 1. Dla bardzo ujem-
nych s wyjscie zbliza sie do 0; dla bardzo dodatnich s zbliza si¢ do 1; miedzy tymi skrajno-
$ciami przejscie jest plynne. Funkcja sigmoidalna jest rozniczkowalna wszedzie, przy czym

o' (s) =o(s)(1—o(s)).

Poniewaz jej wartosci leza miedzy 01 1, jest czesto stosowana w warstwie wyjsciowej kla-
syfikatora binarnego. W ujeciu probabilistycznym, przy odpowiedniej funkcji straty, wyj-
$cie mozna interpretowac jako oszacowanie prawdopodobienistwa klasy oznaczonej przez
1. W warstwach ukrytych sigmoid moze jednak powodowacé trudnos¢: dla wejs¢ o duzej
wartosci bezwzglednej jej pochodna staje sie bardzo mala, co przyczynia sie do problemu
zanikajqcego gradientu w glebokich sieciach.

Powszechnie stosowana funkcja aktywacji w warstwach ukrytych jest ReLU (Rectified Li-
near Unit),
0, s<0,

ReLU(s) = max(0,s) = { -0
s, s>0.

Cho¢ sklada sie z dwdch odcinkéw liniowych, ReLU nie jest globalnie liniowa. Jej pochodna
jestrowna 0O dlas < 0i1dlas > 0. W punkcie s = 0 zwykla pochodna nie istnieje, dla-
tego implementacje programistyczne przyjmuja okreslong konwencje dla gradientu. Dla
dodatnich wej$¢ pochodna nie maleje wraz ze wzrostem s, co pozwala unikng¢ jednego
z mechanizméw nasycenia funkcji sigmoidalne;j.

Rysunek 4 poréwnuje wizualnie te trzy funkcje aktywacji: gwaltowny skok funkcji skoko-
wej, plynne przejscie sigmoidy oraz zmiane nachylenia ReLU.

Ich najwazniejsze wlasnosci zestawiono ponize;j.

Funkcja Wyijscie Pochodna Typowe zastosowanie
Skokowa {0,1} Zero dla s # 0; nieokreSlona Modele historyczne i przyktady
wWs=0 dydaktyczne
Sigmoidalna (0,1) Istnieje dla kazdego s Warstwa wyj$ciowa w klasyfika-
cji binarnej
ReLU [0, 00) 0Odlas<0ildlas>0 Warstwy ukryte

Szczegdty tych funkcji réznia sie, lecz ich wspdlng rola pojeciowa jest wprowadzenie nie-
liniowosci. To wlasnie nieliniowo$¢ pozwala niewielkiej sieci z nastepnej czesci reprezen-
towac zalezno$ci, ktorych nie potrafi uchwyci¢ pojedyncza prosta.

Czytelnikom zainteresowanym dalszym poglebieniem tematu Haykin [5] oferuje klasyczne
ujecie sieci neuronowych, natomiast Goodfellow, Bengio i Courville [3] omawiaja funkcje
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1. Funkcja skokowa (step) 2. Funkcja sigmoidalna (logistyczna) ] 3. Funkcja ReLU
9(s) g(s) g(s)
% SR R
]
]
|
| 0,5
|
]
'
&0 > s > s f Lo
0 0
T e 1 0, s<0
s S =<
2 = )
g(s) = g(s) = = s) = max(0, s) =
‘ 0, s<0 1P Ve g(s) 0.5 5, s =0
e . E N -
Wyiscie: 0 lub 1 Wyjscie: wartosci miedzy Oa 1. * Wyjscie: 0 dla s < 0; wyjscie réwne s dla s > 0.
& ) . e i s . . N
. Decyzia ,tlc’ (1) lub nie” (). Plynne i ciagle przejscie. Prosta i efektywna obliczeniowo.
® Rozniczkowalna w kazdym punkcie. o o N N P _
Nieciagta w s = 0; w tym punkcie nie jest r(:zmczkowa\na B(‘zmgzkow?g?w .';“az"yr:‘ punkcie z wyjatkiem's = 0
aw pozostalych punkiach ma pochodna réwna 0. ® Przez wiele lat szeroko stosowana w sieciach neuronowych. (istnieja pochodne jednostronne).
Obecnie rzadko uzywana. o Moze ulega¢ ,nasyceniu” dia bardzo duzych [s| « Obecnie najczesciej uzywana funkcja aktywacji
. (bardzo mate gradienty). (oraz jej warianty).
icl D
Intuicja: Intuicja: Intuicja:
@ podejmuje decyzje binarna @ przeksziatca wynik w , stopien @ przepuszcza wartosci dodatnie i
2za pomoca naglego skoku. pewnosci” migdzy Ga Zeruje wartosci ujemne.
(S J
3 \Z Podsumowanie: Funkcja aktywacji wprowadza nieliniowos¢ do neur

on|
Bez nigj (lub gdy wszystkie s liniowe) cala sie¢ zachowuje sig jak pojedynczy klasyﬂkalor liniowy (prosta).

Rysunek 4: Poréwnanie trzech funkcji aktywacji czesto uzywanych we wprowadzajacych
omodwieniach sieci neuronowych. Funkcja skokowa podejmuje gwaltowna decyzje; sigmo-
ida zapewnia plynne przejscie miedzy 01 1; natomiast ReLU zeruje wej$cia ujemne i zacho-
wuje dodatnie. Nieliniowe funkcje aktywacji zapobiegaja redukcji stosu warstw do jednego
przeksztalcenia afinicznego.

aktywacji oraz trening glebokich sieci w szerszym konteks$cie. Bezplatnie dostepny tekst
Nielsena [7] jest szczegolnie przystepny w budowaniu intuicji dotyczacej neurondw, akty-
wacji i uczenia.

6. Budowa malej sieci neuronowej

Rozwazmy teraz sie¢ z dwoma wejsciami, jedng warstwa ukrytg zawierajaca trzy neurony
oraz jednym neuronem wyjsciowym. Wejscia pozostajga nastepujace:

x; = masa, x4 = Srednica,

i oba sg podawane do kazdego neuronu ukrytego, jak pokazano na Rysunku 5.

Niech wyjsciami warstwy ukrytej beda h,, h, 1 hy. Kazdy neuron otrzymuje te same dwa
wejscia, lecz ma wlasne wagi i bias:

hy = g (w21 + wypTy +by),
hy = g(wy; 71 + WapTy + by)

hy = g (ws;m1 + w32 + by) .
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Warstwa wejsciowa Warstwa ukryta Warstwa wyjsciowa
(wejscia) (3 neurony; (1 neuron)
&b

s

Masa = e
‘ 1%t c
BN, . -
h,
Predykcja
Srednica (np. jablko lub pomararicza)
Vs

— b;
—PPolaczenia od wejscia —Polaczenia z warstwy ukrytej —>p ;
do warstwy ukrytej do warstwy wyjéciowej Bias kazdego neuronu

Rysunek 5: Dydaktyczna architektura 2-3-1 uzyta do wprowadzenia obliczen w sieci neu-
ronowej. Dwa wejScia — masa i Srednica — zasilaja trzy neurony warstwy ukrytej. Ich
aktywacje hy, h,, h; sa nastepnie laczone przez neuron wyjsciowy, ktéry tworzy predykcje
y. Kazde polaczenie ma regulowana wage, a kazdy neuron ma bias.

Choc¢ wszystkie trzy neurony otrzymuja te samg mase i Srednice, moga dawac rozne od-
powiedzi, poniewaz ich parametry sa rozne. Podczas treningu parametry te sa dostrajane
tak, aby posrednie aktywacje staly sie uzyteczne dla klasyfikacji.

Trzy wielko$ci hy, h, 1 h; S nastepnie przekazywane do neuronu wyjsciowego, ktéry obli-
cza
Sout = V1hy +vohy +ushg + ¢

i wytwarza
:'3 = Yous (Sout) :

Dla naszego problemu binarnego uzywamy sigmoidalnego wyjscia:

g =0 (v hy +vyhy +v3hg + ), 0<yg<l.

Przyjmujac y = 1 dla jablka i y = 0 dla pomaranczy, prog 0.5 prowadzi do decyzji klasowej
g > 0.5 = jabiko, § < 0.5 = pomarancza.

Warto$ci bliskie 1 sa wiec silnie zwigzane z jabtkami, natomiast wartosci bliskie 0 z poma-
ranczami. Jak wspomniano wcze$niej, numeryczna interpretacja g jako prawdopodobien-
stwa wymaga dodatkowych zalozen dotyczacych modelu i jego treningu. Dla uzywane;j tu-
taj reguty klasyfikacji wystarczy traktowac g jako ciggte wyjscie sieci.
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Kluczowa cechg tej architektury jest reprezentacja posrednia
(xlv'rQ) — (hla h23 h3) — g

Sie¢ otrzymuje dwie cechy i konstruuje trzy nowe wielkosci przed wygenerowaniem kon-
cowej odpowiedzi. Aktywacje te nie sa wybierane recznie: zalezg od wag i biasdw, dlatego
zmieniajg sie w trakcie treningu parametréw.

Mimo niewielkiego rozmiaru sie¢ ma juz trzynascie regulowanych parametréw. Trzy neu-
rony ukryte zawieraja

32+1)=9
parametrow, a neuron wyjsciowy wnosi
3+1=4.
Zatem
9+4=13.

To samo zliczenie staje sie przejrzyste w zapisie macierzowym. Zdefiniujmy
o Wy Wig by
X = [xj ) W = lwy  way |, bl = b, | .
W31  Wzg bs
Wtedy warstwe ukryta mozna zapisa¢ zwiezle jako
h=g(WWx+bW),
gdzie g dziala skladowa po skladowej. Dla wyjscia,
§=o (Wh+b2),
przy czym
W = v, vy ],

Zapis ten zapowiada strukture, ktéra pojawi sie¢ w programie w Pythonie. Gdy owoc zo-
staje podany na wejscie i obliczamy kolejne aktywacje az do otrzymania g, wykonujemy
propagacje w przéd (ang. forward pass). Pozostaje kluczowe pytanie: jak automatycznie
wyznaczy¢ trzynascie parametrow, aby predykcje byly zgodne z danymi?

7. Jak uczy sie sie¢ neuronowa?

Wagi i biasy nie sg znane z gory. Musza zosta¢ dostrojone z wykorzystaniem przyktadow,
dla ktorych znamy poprawng odpowiedz. Proces ten nazywa sie treningiem i mozna go
podsumowac cyklem

predykcja ‘ — ‘ pomiar bledu ‘ — ‘ aktualizacja parametréw‘ — ‘ powtdrzenie |.

Rozwazmy owoc o masie 140 g i Srednicy 7.0 cm, ktorego poprawna klasa jest pomararicza,
a wiec y = 0. Zalézmy, ze w pewnym momencie treningu sie¢ daje wyjscie § = 0.80. Prosta
miara roznicy miedzy predykcja a wartoscig docelowa jest blad kwadratowy

1

Ezi@*@-
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W tym przykladzie,
E= %(0 —0.80)2 = 0.32.

Wyrazenie to jest funkcjq straty dla jednego przykladu. Poniewaz jest kwadratem, £ > 0,
a predykcje bardziej oddalone od wartosci docelowej otrzymuja wieksza kare. Czynnik 1/2
nie zmienia polozenia minimum, lecz upraszcza pochodne. W klasyfikacji binarnej czesto
stosuje sie inne funkcje straty, zwlaszcza entropie krzyzowq. Tutaj uzywamy bledu kwa-
dratowego, poniewaz jego algebra jest przejrzysta i wystarcza do wprowadzenia optyma-
lizacji oraz propagacji wstecznej [2, 3].

Jezeli zbior treningowy zawiera N przykladow, jedna z globalnych miar jest $Srednia strata

1 N
:N;Ei.

Kazda predykcja zalezy od wag i biasow sieci, dlatego J rowniez zalezy od wszystkich tych
parametrow. Trening oznacza poszukiwanie takich warto$ci parametrow, dla ktorych J
jest male.

Aby zrozumie¢ mechanizm dostrajania, wyobrazmy sobie najpierw, ze wszystkie parame-
try poza jedng waga w sa ustalone. Mozemy wtedy traktowac strate jako funkcje J = J(w).
Rysunek 6 podsumowuje podstawowe etapy treningu, ktore teraz omowimy.

= e =%
GPROPAGACJA WSTECZNA (backpropagation) |

Bigg et prcpagovay wstecz, by oz |
et

- o\
@ PROPAGACJA W PRZOD (forward pass)

Informacja przeplywa ¢ od d wet do wyjcia,
aby utworzy¢ predykej

} e OBLICZENIE BLEDU

. Warstwa ukryta Warstwa wyjsciowa . |
(Wolicia (3neurony) (1 neuron) Fortumomy predcie§ dradieny
Z poprawna wartoscia. e

Srednica

(4] Oplzrmy pochodn ey wegadom kasi J

su (gradienty)

Blad (loss).
wskazuje, jak bardzo sie sig pomylia

cie pray uzyciu
‘ (5]
Te pochodne wsk im Kierunku
seuron wyjSciowy tworzy precykci rametr
- 4 J

nalezy korygowac

T (6] AKTUALIZACJAPARAMETROW | _______ .
o POWTARZAJ ¢
ibiasb g Kierunku blad. —— Polaczenia od wejscia do warstwy ukryte]
1

-
& — 9E

oty s sty pouny Pt Brovo = Bantigo — 1 -
B L S S L\ a6

—— Polaczenia z warstwy ukiytel do wysciowel

I
'
I
i
|
7 g '
: = = = 3 Przeplyw biedu (propagacja wsteczna)
|
I
|

nnnnnn vepglczmn  gadentbeg
bietaca tezena g

Y [Q R —

Glowna ds e prtui. iy Dl Koy paremety rcbuf pourie
Po wielu probach Lczy sie generowac coraz lepsze predykej

L )

Rysunek 6: Podstawowy cykl treningu sieci neuronowej. Propagacja w przod przeksztal-
ca wejscia w predykcje; funkcja straty mierzy réznice miedzy predykcja a wartoscia do-
celowy; propagacja wsteczna oblicza gradienty z uzyciem reguly lancuchowej; a spadek
gradientu wykorzystuje te gradienty do aktualizacji wag i biaséw. Powtarzanie tego cyklu
przez wiele epok nazywamy uczeniem.
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Dla czytelnik6w z niewielkim przygotowaniem z rachunku rézniczkowego pochodna moz-
na tutaj interpretowac jako miare lokalnej wrazliwosci: mowi ona, jak niewielka zmiana
jednego parametru wplywa na strate. Jej znak wskazuje kierunek, w ktérym funkcja lokal-
nie ro$nie lub maleje, a warto$¢ bezwzgledna mierzy site tej lokalnej zmiany.

Pochodna
oJ

ow
okresla lokalne nachylenie. Jesli jest dodatnia, niewielki wzrost w powoduje zwykle wzrost

J, dlatego wage nalezy przesung¢ w przeciwnym kierunku. Jesli jest ujemna, zwiekszenie
w lokalnie zmniejsza .J. Oba przypadki opisuje rownanie

0J

w 1d*77%,

new = wO
ktore wyraza podstawowa idee spadku gradientu. Dodatnia liczba » jest wspdtczynnikiem
uczenia; steruje dlugoscia kroku. Bardzo malta warto$¢ moze spowolni¢ trening, natomiast

zbyt duza moze prowadzi¢ do oscylacji lub niestabilnosci.

Dla sieci z wieloma parametrami niech 6 oznacza dowolng wage lub bias. Aktualizacja
przyjmuje postac
Onow = Oola — o7
new — “old n 96 .

Zbidr wszystkich pochodnych czastkowych tworzy gradient funkcji straty. Geometrycznie
gradient wskazuje kierunek najszybszego lokalnego wzrostu, dlatego jego przeciwienstwo
wyznacza lokalny kierunek spadku.

Pozostaje obliczy¢ te pochodne, gdy siec jest zlozeniem wielu funkcji. Podczas propagacji
w przdéd informacja przeptywa jako

wejscia — warstwa ukryta — wyjscie.

Aby okresli¢, jak parametr we wczes$niejszej warstwie wplywa na strate, matematycznie
§ledzimy tancuch zaleznosci w kierunku odwrotnym. Procedura ta nazywa sie propagacjq
wstecznq (ang. backpropagation). Jest to w istocie systematyczne i wydajne zastosowanie
reguly lancuchowej. Rumelhart, Hinton i Williams [8] stanowia klasyczne Zrédlo dotycza-
ce upowszechnienia tej procedury w sieciach z warstwami ukrytymi; Nielsen [7] podaje
szczegdlowe i szczegolnie dydaktyczne wyprowadzenie.

Dla prostego lancucha zaleznosci, w ktéorym FE zalezy od g, ta wielko$c¢ zalezy od aktywacji
h, a h z kolei zalezy od wagi w, regula laiicuchowa daje
OE _ OE 0y 0Oh

ow 9y Oh dw’
Kazdy czynnik opisuje jeden etap wplywu w na koncowa strate. Wieksze sieci zawieraja
wiele takich lancuchow, a propagacja wsteczna organizuje obliczenia tak, aby pochodne
posrednie mogly by¢ ponownie wykorzystywane zamiast obliczane oddzielnie dla kazdego
parametru.

W praktyce trening wykorzystuje wiele przykladow. Jedno pelne przejscie przez zbior tre-
ningowy nazywa sie epokq. Parametry moga by¢ aktualizowane po kazdym przykladzie,
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jak w dydaktycznym programie uzytym dalej w artykule, albo po malych grupach przy-
kladéw zwanych mini-batchami, co jest typowe w wiekszych sieciach. W obu przypadkach
cykl predykcji, strat, gradientow i aktualizacji jest powtarzany przez wiele epok.

Konkretnym sposobem wizualizacji tej ewolucji jest §ledzenie predykcji dla jednego usta-
lonego przykladu na réznych etapach treningu. Rozwazmy ponownie owoc o masie 140 g
iSrednicy 7.0 cm, ktérego poprawna klasg jest pomararncza. Tabela 1 pokazuje hipotetyczny
przebieg. Wartosci te nie pochodzg z konkretnego uruchomienia programu; stuza jedynie
do ilustracji mechanizmu.

Tabela 1: Hipotetyczna ewolucja predykcji sieci dla tego samego owocu podczas treningu.
Powtarzane aktualizacje parametréw moga przesunac poczatkowo bledne wyjscie w kie-
runku klasyfikacji zgodnej z etykietg docelowa.

Epoka Predykcjay Strata E Klasyfikacja

1 0.86 0.37 Jabtko

5 0.71 0.25 Jablko

10 0.55 0.15 Jabtko
20 0.31 0.05 Pomarancza
40 0.09 0.004 Pomarancza

Na poczatku wyjscie jest bliskie 11 owoc zostaje blednie sklasyfikowany jako jabtko. W mia-
re dostrajania parametréw predykcja maleje i w koricu przekracza prog 0.5, prowadzac do
poprawnej klasy. W tym procesie zmieniaja sie wartosci liczbowe wag i biaséw; architek-
tura sieci pozostaje niezmienna.

Zmniejszenie straty na danych treningowych nie jest celem ostatecznym. Uzyteczna sie¢
powinna réwniez dobrze przewidywac dla przykladow, ktdre nie byly uzywane do dopa-
sowania parametrow. Zdolnosc ta nazywa sie generalizacjq. Gdy model zbyt mocno do-
stosowuje sie do specyfiki zbioru treningowego i gorzej dziala na nowych danych, mamy
do czynienia z przeuczeniem (ang. overfitting). W bardziej starannych ocenach dane dzieli
sie zwykle na zbiory treningowy, walidacyjny i testowy: pierwszy stuzy do dopasowania
parametrow, drugi wspiera wybory dokonywane podczas rozwijania modelu, a trzeci jest
zachowany do koncowej oceny. Szersze omowienie generalizacji i oceny modeli mozna
znalez¢ u Faceliego i in. [2] oraz Goodfellowa, Bengio i Courville’a [3].

DotarliSmy zatem do matematycznego znaczenia uczenia w sieci neuronowej. W tym kon-
tek$cie uczenie oznacza dostrajanie parametrow funkcji ztozonej tak, aby zmniejszac mia-
re bledu na danych i, w idealnym przypadku, generalizowac¢ na nowe przyklady. Sie¢ gene-
ruje predykcje, oblicza strate, wykorzystuje pochodne do okreslenia wplywu parametrow
na te strate i wykonuje sekwencje niewielkich korekt.

8. 0d matematyki do Pythona

Przechodzimy teraz od réwnan do wykonywalnego programu. Celem nie jest uzycie wyspe-
cjalizowanej biblioteki sieci neuronowych, lecz bezposrednia implementacja za pomoca
NumPy operacji matematycznych rozwijanych w calym artykule [4]. Pozwala to zobaczyé,
linia po linii, jak w kodzie pojawiaja sie kombinacje liniowe, funkcje aktywacji, obliczanie
straty, propagacja wsteczna i spadek gradientu.
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W bardziej przekonujacym przykladzie koicowym uzywamy syntetycznego zbioru da-
nych rozlozonego na szerszym obszarze plaszczyzny masa—$rednica. Nadal pracujemy
tylko z dwiema cechami fizycznymi — masa w gramach i $rednica w centymetrach — ale
tym razem rozmieszczamy 64 przyklady treningowe na rozleglym obszarze plaszczyzny
i rezerwujemy osiem dodatkowych przykladow do ilustracyjnego testu. Dane pozostajg
syntetyczne i mieszcza si¢ w wiarygodnych zakresach dla jablek i pomaranczy. Zosta-
ly skonstruowane tak, aby prowadzi¢ do nieliniowej granicy decyzyjnej bez skupiania
wszystkich punktéw w kilku nadmiernie sztucznych klastrach.

Idea geometryczna jest prosta. Definiujemy krzywa odniesienia na plaszczyznie masa-
$rednica, umieszczamy jablka w dwoch pasmach powyzej tej krzywej, a pomarancze
w dwdch pasmach ponizej niej. Do masy i Srednicy dodajemy niewielkie deterministyczne
zaburzenia, dzieki czemu obserwacje zajmuja szerszy obszar. Otrzymany przyklad jest
bogatszy od wczesniejszych ilustracji: zawiera wiecej punktow, dane sa rozlozone na
calej dziedzinie, a odpowiednia granica decyzyjna jest wyraznie bardziej zakrzywiona niz
prosta.

W tym konicowym eksperymencie obliczeniowym powiekszamy warstwe ukryta do dwu-
nastu neurondéw ReLU. Nie zmienia to struktury pojeciowej analizowanej w poprzednich
czesciach; zwieksza jedynie zdolnosc sieci do reprezentowania bardziej zlozonej granicy.
Zamiast 13 parametrow dydaktycznej sieci z trzema neuronami mamy teraz 49 regulowa-
nych parametrow: 24 wagi i 12 biaséw w pierwszej warstwie, a nastepnie 12 wag i jeden
bias w warstwie wyjsciowej. Réwnania zachowuja dokladnie te sama postac; wieksze staja
sie jedynie wektory i macierze.

Pelny program przedstawiono ponizej.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib.lines import Line2D

def relu(s):
return np.maximum(0, s)

relu derivative(s):
return (s > 0).astype(float)

sigmoid(s):
return 1 / (1 + np.exp(-s))

base boundary(m):
return 6.68 + 0.74*np.exp(-((m-155)/20)**2) \
+ 1.50/(1 + np.exp(-(m-202)/5))

build data():
masses 1 np.linspace(118, 212, 16)
masses 2 masses 1 + np.array (
,-1.3,1.0,-0.8,
-1.2,1.0,-1.0,

]
k = np.arange(16)
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np.column_stack([
masses 1,
base boundary(masses 1) + 0.22 + 0.05*np.sin(0.8*k)

np.column_stack([
masses 2,
base boundary(masses 2) + 0.58 + 0.06*np.cos(0.45%k)

np.column_stack([
masses 1,
base boundary(masses 1) (0.22 + 0.04*np.cos(0.7*k))

= np.column_stack([
masses 2,
base boundary(masses 2) (0.55 + 0.05*np.sin(0.5%k))

X train np.vstack([al, a2, ol, 02])
y train np.array([1.0]*32 + [0.0]*32)

X test = np.array([
[121.0, 7.20], [135.0, 7.45],
[152.0, 7.75], [171.0, 7.32],
[121.0, 6.28], [152.0, 6.86],
[189.0, 6.48], [208.0, 7.55]
1)
y test = np.array([1,1,1,1,0,0,0,0], dtype=float)

return X train, y train, X test, y test

predict(X, mean, std, W1, bl, W2, b2):
Xn = (X - mean) / std
outputs = []
for x in Xn:
h = relu(Wl @ x + bl)
y hat = sigmoid(W2 @ h + b2)
outputs.append(y hat)
return np.array(outputs)

X train, y train, X test, y test = build data()

mean = X train.mean(axis=0)
std = X train.std(axis=0)
Xn = (X _train - mean) / std

rng = np.random.default rng(42)

0.1 * rng.standard normal( (12, 2))
np.zeros(12)

0.1 * rng.standard normal(12)

0.0

eta = 0.05

n_epochs = 6000

history = []

for epoch in range(n_epochs):
for i in rng.permutation(len(Xn)):
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X = Xn[i]
target = y train[i]

delta2 = (y hat - target) * y hat * (1 - y hat)
dw2 = delta2 * h

db2 = delta2

deltal = (delta2 * W2) * relu derivative(zl)
dWl = np.outer(deltal, x)

dbl = deltal

dwl
dbl
dw2
db2

eta
eta
eta
eta

*
*
*
*

T =0 =
NN R B
Vo
o

errors = []
for x, target in zip(Xn, y train):
h = relu(Wl @ x + bl)
y hat = sigmoid(W2 @ h + b2)
errors.append(0.5 * (target - y hat)**2)
history.append(np.mean(errors))

make figure():

masses = np.linspace(116, 214, 500)

diameters = np.linspace(6.0, 8.85, 500)

M, D = np.meshgrid(masses, diameters)

grid = np.column stack([M.ravel(), D.ravel()])

P = predict(grid, mean, std, W1, bl, W2, b2).reshape(M.shape)

fig, ax = plt.subplots(figsize=(9.2, 6.3))
ax.contourf(
M, D, P,
levels=[0.0, 0.25, 0.50, 0.75, 1.0],
colors=["#f3e0cb", "#ecd5c4", "#dbe7cf", "#cde3bf"],
alpha=0.95
)
ax.contour(M, D, P, levels=[0.5],
colors=["#5alaB8a"], linewidths=2.2)

mask = y train == 1.0

ax.scatter(X train[mask,0], X train[mask,1], marker="o",
s=48, facecolors="white", edgecolors="black",
linewidths=1.1, label="%*Jabko - trening")

mask = y train == 0.0

ax.scatter(X train[mask,0], X train[mask,1], marker="s",
s=48, facecolors="white", edgecolors="black",
linewidths=1.1, label="nPomaracza - trening")

mask = y test == 1.0

ax.scatter(X test[mask,0], X test[mask,1], marker=""",
s=92, color="#1f77b4", label="tJabko - test")

mask = y test == 0.0

ax.scatter(X test[mask,0], X test[mask,1], marker="x",
s=110, color="#ff7f0e", linewidths=2.0,
label="nnPomaracza - test")

Cunha Jr
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ax.set xlabel("Masa (g)")
ax.set ylabel("Srednica (cm)")
ax.set _title("$Wyjcie sieci neuronowej po treningu")

handles = [

Line2D([0],[0], marker='o', markersize=9,
markerfacecolor="'white', markeredgecolor='black',
linestyle='None', label='tJabko - trening'),

Line2D([0],[0], marker='s', markersize=9,
markerfacecolor="'white', markeredgecolor='black',
linestyle='None', label='nPomaracza - trening'),

Line2D([0],[0], marker='""', markersize=9, color='#1f77b4"',
linestyle='None', label='%tJabko - test'),

Line2D([0],[0], marker='x"', markersize=10, color='#ff7f0e',
linestyle='None', label='fAPomaracza - test'),

Line2D([0],[0], color='#5ala8a', lw=2.2,
label='Granica decyzyjna sieci neuronowej')

1
ax.legend(handles=handles, loc='center left',
bbox to anchor=(1.02, 0.5), frameon=True)

fig.tight layout()
plt.show()

Cho¢ kod jest dluzszy niz pierwsze rownania analizowane w artykule, jego struktura po-
zostaje przejrzysta. Funkcja build data() automatycznie generuje 64 przyklady trenin-
gowe oraz osiem ilustracyjnych przykladéw testowych. Nastepnie standaryzujemy obie
zmienne zgodnie ze wzorem

gt BT /v‘j,

J .
9;

gdzie u; 1 o; sa obliczane wylgcznie na podstawie zbioru treningowego. Zapobiega to

wplywowi zbioru testowego na dopasowanie parametrow, a jednocze$nie sprowadza
mase i Srednice do pordwnywalnych skal liczbowych.

Propagacja w przdd nie zmienia sie co do istoty. Jedyna roznica jest to, ze pierwsza warstwa
wytwarza teraz wektor dwunastu aktywacji ukrytych. W zapisie macierzowym,

zV) =WWx4+bM,  h=ReLU(z),

22 = W@h + b2, j= 0(2(2)),

Te cztery wiersze nadal zawieraja matematyczny rdzen algorytmu. Trening réwniez za-
chowuje wczes$niej wprowadzona logike: obliczy¢ predykcje, zmierzy¢ jej blad, propago-
wac informacje o wrazliwosci wstecz za pomocg pochodnych i aktualizowaé parametry
matymi krokami spadku gradientu.

W kodzie propagacja wsteczna w warstwie wyjsciowej pojawia sie w instrukcji
delta2 = (y hat - target) * y hat * (1 - y hat)
a propagacja do warstwy ukrytej w instrukcji

deltal = (delta2 * W2) * relu derivative(zl)
18
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po czym nastepuje aktualizacja wszystkich wag i biaséw. Poniewaz przyklady sa mieszane
w kazdej epoce, a parametry aktualizowane po kazdej obserwacji, implementacja ta jest
elementarna postacia stochastycznego spadku gradientu.

Dla uzytego tutaj ziarna generatora losowego i hiperparametréw koncowa srednia strata
jest rzedu od 10~° do 1074, a wszystkie 64 przyklady treningowe wraz z o§mioma ilustra-
cyjnymi przykladami testowymi otrzymuja oczekiwana klasyfikacje. Nie nalezy interpre-
towac tego jako rygorystycznej statystycznej oceny jakosci: dane sa syntetyczne i zostaly
skonstruowane w celach dydaktycznych. Ich rolg jest pokazanie, w mniej trywialnym oto-
czeniu, jak niewielka sie¢ neuronowa moze nauczy¢ sie wyraznie nieliniowej granicy de-
Cyzyjne;j.

Rysunek 7 przedstawia koricowy wynik programu na plaszczyznie masa—$rednica. Pokaza-
no wszystkie punkty treningowe. Wyrézniona krzywa jest poziomicg gy = 0.5 i reprezentuje
granice decyzyjna nauczong przez sie¢; zacieniowane obszary oznaczaja dwie przewidy-
wane klasy. Okregi oznaczaja jablka treningowe, kwadraty pomararncze treningowe, troj-
katy jablka testowe, a krzyzyki pomarancze testowe. Legenda zostala umieszczona poza
gléwnym obszarem wykresu, aby nie zastania¢ zadnego punktu danych.
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Wyjscie sieci neuronowej po treningu
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Rysunek 7: Wynik programu w Pythonie po treningu sieci neuronowej. Syntetyczny zbior
danych zawiera 64 przyklady treningowe rozmieszczone na szerokim obszarze plaszczy-
zny masa-Srednica oraz osiem dodatkowych przykladow przeznaczonych do ilustracyjne-
go testu. Wyrdzniona krzywa jest poziomica y = 0.5 i reprezentuje nauczong granice decy-
zyjna; zacieniowane obszary wskazuja klasy przewidywane przez sie¢. Okregi oznaczaja
jablka treningowe, kwadraty pomararncze treningowe, tréjkaty jablka testowe, a krzyzyki
pomarancze testowe.

ZaczeliSmy od prostej rozdzielajacej dwie proste grupy punktéw, a zakonczyliSmy na bo-
gatszym przykladzie obliczeniowym, w ktédrym zakrzywiona granica powstaje w wyniku
automatycznego dostrajania parametrow sieci. Do matematyki nie dodano niczego tajem-
niczego: implementacja jedynie organizuje i powtarza, na wiekszg skale i z duza szybko-
$cig, kombinacje afiniczne, funkcje aktywacji, pochodne, iloczyny macierzowe i aktualiza-
cje metoda spadku gradientu [3, 7].

Wszystkie materialy obliczeniowe zwigzane z tym artykulem — w tym kod oraz wyko-
nywalny notatnik Google Colab — sg dostepne pod adresem https://neuralmath.org, ktory
stanowi jeden punkt dostepu dla czytelnikdw chcacych analizowac, odtwarzac lub mody-
fikowa¢ przyklady.
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Oswiadczenie dotyczace wykorzystania AI. Autor korzystal z ChatGPT, opracowanego
przez OpenAl, jako narzedzia wspomagajacego redagowanie, korekte jezykowa, organiza-
cje wywodu oraz tworzenie ilustracji dydaktycznych. Autor ponosi pelng odpowiedzial-
nos$c¢ za ostateczng tre$¢ pracy, w tym za koncepcje i opracowanie materialu matematycz-
nego, kod oraz wykorzystane zZrddla.
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