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ElOoszo

Ez a szoveg egy egyszerU otletbdl sziiletett: tegylk lathatéva egy kis neurdlis
halozat Dbelsejében zajl0 matematikai miiveleteket. Sok bevezetd
bemutatdsban a neurdlis halozatok erds, de atlathatatlan eszkozként jelennek
meg. Az olvasé megtanul egy konyvtarat meghivni, betanitast futtatni és
veszteséggorbét vizsgdlni anélkiil, hogy feltétleniil 14tnd az adatokbdl dontést
elallité miveletsort. Itt az ellenkezd utat kovetjik. Egy elemi geometriai
problémabol indulunk, a linedris osztdlyozét mesterséges neuronként
értelmezziik, bevezetjik az aktivaciés fliiggvényeket, neuronokat kapcsolunk
Ossze egy kis hélozattd, majd 1épésrdl 1épésre eljutunk a gradiensekhez, a
gradienscsokkenéshez és a visszaterjesztéshez.

A szoveg viszonylag szerény kalkulus- és statisztikai elGismeretekkel
rendelkezd olvaséknak késziilt: hallgatéknak, tandroknak és 0nallo
tanuldknak. A cél nem az, hogy a matematikat eltintet6 mértékben
egyszerUsitsiink, hanem hogy az 1j gondolatokat ismerds elemekre épitsiik:
sikbeli pontra, egyenesre, fliiggvénykompoziciéra, derivaltra és lancszabalyra.
A Python- és NumPy-kdd ennek a konstrukcionak természetes kovetkezménye;
az egyenletek és az algoritmus ugyanannak az objektumnak két leirasa. Ezért
a legjobb modszer ugy olvasni, hogy a notebook kozben nyitva van, és minden
1épést lefuttatunk, majd modositunk.

Ez a szOveg a 26 nyelven elérhetd NeuralMath gyUjtemény része. Minden
valtozat ugyanazokat az egyenleteket, dbrdkat, numerikus példdkat és
szakaszszamozast 6rzi, igy kiilléonb6zd nyelvl olvasék egytitt tanulhatnak. A
matematika €s a szamitdstechnika tanuldsanak fontos akaddlya nemcsak
fogalmi, hanem nyelvi is, ezért minden olvasé megérdemel egy belépési pontot
a sajat nyelvén.

Célom, hogy az olvaso kevésbé titokzatos képpel fejezze be az utat a neuralis
halézatokrol. Nem kell ugy tenni, mintha a modern neurdlis rendszerek
egyszerliek lennének. Elég megmutatni, hogy a mai alkalmazdsok mérete és
Osszetettsége alatt tovdbbra is olyan matematikai gondolatok miikddnek,
amelyek megvizsgalhatok, levezethet6k, megvaldsithatok és megérthetdk.

Americo CunhaJr. - 2026
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Ez a NeuralMath gylijtemény magyar kiaddsa, a
portugdl eredeti forditasa. FILL IN: how the
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Egy neuralis halézat matematikai anatomiaja

Americo Cunha Jri&

Osszefoglalas

Egyszer( osztalyozasi feladaton keresztiil adunk matematikai bevezetést a mesterséges ne-
uralis halézatokhoz. Egy linedris osztdlyozd természetes modon vezet a mesterséges neu-
ron fogalméahoz; ezt kovet6en targyaljuk a sulyokat, az eltoldsokat (biasokat), az aktivacios
fliggvényeket, valamint a neuronok kis halézatta kapcsolasat. A tanitast veszteségfiigg-
vények, derivaltak, gradiensmaodszer és visszaterjesztés segitségével vezetjik be. Végiil a
modellt kzvetleniil Pythonban valositjuk meg, igy az egyenletek és az algoritmus kozotti
kapcsolat teljesen egyértelm(ivé valik. Célunk annak bemutatasa, hogy az analitikus geo-
metria, a linedris algebra és a differencidlszamitas jol ismert fogalmai hozzaférhet6 alapot
adnak a neuralis hdl6zatok alapvet§ mechanizmusainak megértéséhez.

Kulcsszavak: mesterséges neurdlis halézatok; gépi tanulds; matematikai oktatas; vissza-
terjesztés; Python.

1. Mikor képes tanulni egy szamitégép?

A mindennapi életben szinte észrevétleniil hozunk osztalyozasi dontéseket. Ha ranéziink
egy gyumolcsre, gyorsan felismerjik, hogy alma vagy narancs; amikor tizenet érkezik a te-
lefonunkra, megkilénboztetjiik a valodi kommunikacidt a kéretlen reklamtol; orvosi elem-
zésben tobb mérés egylitt tamogathat egy dontést; pénziigyi intézményekben pedig szamos
informdcidt értékelnek a hitelnyujtas el6tt. Mindezekben a példdkban egyszerre tobb jel-
lemz6t vesziink figyelembe egy valasz el6allitdsahoz.

Sok hagyoményos szamitégépes programban az ilyen vdlaszhoz vezet6 szabdlyokat a prog-
ramozo kifejezetten megadja. Ez a megkozelités jol miikodik, ha a szabdlyok ismertek és
vildgosan megfogalmazhatdk. Kevéshé hatékony azonban akkor, amikor az adatok nagyon
valtozatosak, vagy amikor nehéz elére felsorolni egy jé dontéshez sziikséges 6sszes felté-
telt. Ez természetes kérdéshez vezet:

Készithetiink-e olyan programot, amely példdkbdl tanulja meg a dontési szabdlyt ahelyett,
hogy azt el6re megkapnda?

Ez a gépi tanulds egyik kozponti gondolata, amely a mesterséges intelligencia azon tertlete,
amely adatokbdl illesztett modellekkel foglalkozik [2, 3]. Feltigyelt tanulasi feladatban az
algoritmus példakat kap a hozzajuk tartozo helyes valaszokkal egyiitt, és olyan modellt
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keresiink, amely a tanitds sordn nem haszndlt esetekre is hasznos el6rejelzéseket ad. Az
erre a célra kidolgozott sok modell kozul killondsen jelentdssé valtak a mesterséges neurdlis
hdlézatok, amelyeket tobbek kozott képfelismerésben, nyelvfeldolgozasban, jelelemzésben
és id@sor-elérejelzésben alkalmaznak [6].

A neurdlis halézatoknak a matematika, a szamitastechnika és az iskolai oktatas kozotti hid-
ként valo hasznélatat Batista és Martins mdr targyaltdk a Professor de Matemdtica Online
folydiratban [1]; munk&juk tandrképzéssel, Pythonnal és szamjegyfelismeréssel kapcsola-
tos tevékenységet mutat be. Jelen cikk kiegészit6 megkozelitést kovet. F6 célunk egy kis ne-
uralis halézat bels6 matematikdjanak feltardsa: az analitikus geometriatdél indulunk, majd
1épésrdl 1épésre eljutunk a gradiens kiszamitasaig és a visszaterjesztés kézi megvaldsitasa-
ig.

A modern alkalmazdasok kifinomultsaga ellenére a neuralis hdl6zat matematikai magja vi-
szonylag ismert fogalmakkal is bevezethet. Alapszinten a neuralis hal6zat olyan fliggveé-
nyek kompozicidja, amelyek paramétereit adatok alapjan allitjuk be. Egy egyszerd geo-
metriai problémaval kezdiink, az elvalaszté egyenest mesterséges neuronként értelmez-
ziik Ujra, tébb neuront 6sszekapcsolunk, megvizsgdljuk az aktivacios fiiggvények szerepét,
és megmutatjuk, miként haszndlhatdk a derivaltak a halézat paramétereinek automatikus
modositasdra. Ezutdn egy teljes, kisméretli példat valdsitunk meg Pythonban, kézvetlen
megfelelést tartva fenn az egyenletek és a kdd kozott.

2. A probléma matematikai reprezentacidja

A neurdlis halézat miikodésének megértéséhez szandékosan egyszerll problémaval kez-
dink: almak és narancsok megkiilénboztetésével. Egy gyiimdlcsnek sok olyan tulajdonsa-
ga van, amely hasznos lehet ehhez a feladathoz, példaul a szine, tomege, atmérdje, feltlete
vagy illata. Egy kezdeti matematikai modellnek azonban nem kell ezt a teljes dsszetett-
séget tartalmaznia. Minddssze két konnyen mérheté mennyiséget hasznalunk: a tomeget
grammban és az atmérdt centiméterben.

Minden gytimolcsét tehdt egy rendezett parral reprezentalunk:

(x17x2)7

ahol
x,; = tdmeg és xy = atméro.

Igy a (155, 7.2) par egy 155 g tdmeg( és 7.2 cm atmérdji gyiimolesot jelent. A fizikai ob-
jektumot két szdmszerd mérésre cserélve minden gyiimolcsh6z egy pontot rendeliink a
Descartes-féle sikban: az els§ koordinata a tomeg, a masodik az &tmérd. Az 1. dbra ezt a
reprezentacidt szemlélteti almdk és narancsok hipotetikus halmazan.

Ez az atalakitas megvaltoztatja a probléma latszolagos természetét. Ahelyett, hogy koz-
vetlenil azt kérdeznénk, miként ismerhetd fel egy alma vagy narancs, geometriai kérdést
tehetiink fel: hogyan vdalaszthatdk szét a két osztdlyhoz tartoz6 pontok a sikban? Ez a né-
z6pontvaltas alapvet6 a gépi tanuldsban. A képeket, szovegeket, hangokat és kisérleti jele-
ket szamszer( reprezentacidva kell alakitani, miel6tt egy algoritmus feldolgozhatna 6ket.
Példankban minden objektumnak csak két koordindtaja van; valos alkalmazasokban egy
reprezentacié tobb szdz, tobb ezer vagy akar tobb millié komponenshdl is adllhat. Az elv
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1. FIZIKAl OBJEKTUMOK 2. SZAMSZERU ADATOK 3. MATEMATIKAI REPREZENTACIO
Valédi gylimélesok (tdmeg, atméra) Pontok a Descartes-féle sikban
Atmérs (cm)
A
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--------- @) @
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1. dbra: A fizikai megfigyeléstdl a matematikai modellezésig. Minden gyltimo6lcsot el6szor
két mérhet6 mennyiség — tomeg és atmér6 — ir le, majd az (z,, z,) rendezett parral rep-
rezentdljuk. A témeg-atmérd sikban minden megfigyelés pontta valik, igy az almdk és na-
rancsok megkiilonboztetése két osztaly geometriai szétvalasztdsanak problémajaként ér-
telmezhetd.

ugyanaz: minden példdhoz szamok egy gyljteményét rendeljiik, a modell pedig olyan sza-
balyt keres, amely ezt a reprezentdciot a kivant valaszhoz rendeli.

Alegegyszeriibb rendelkezésre allé geometriai szaballyal kezdiink, és megkérdezzik, hogy
egyetlen egyenes képes-e megfelel6en elvalasztani az almakhoz tartozé pontokat a naran-
csokhoz tartozo pontoktol.

3. Az egyenes mint osztalyozo

Miutadn minden gytimolcsot pontként dbrazoltunk a Descartes-féle sikban, az osztalyozas
geometriai problémava valik: el tudja-e valasztani egy egyenes az almdakat a narancsoktol?
Ez a kérdés megragadja a gépi tanulas egy fontos mddszercsaladjanak, a linedris osztdlyo-
zoknak az alapotletét.

Tekintslink egy, az adatfelh6t metszd egyenest, ahogy az 2. dbra mutatja. Az egyenes két
félsikra osztja a sikot. Ha az almakhoz tartoz6 pontok tobbsége az egyik oldalon, a naran-
csokhoz tartozé pontok tobbsége pedig a masikon helyezkedik el, akkor egy 4j gytimaolcs
egyeneshez viszonyitott helyzete osztdlyozasi szabalyként hasznalhat4. Tomegének és at-
mérdjének megmérése utdn a gyumolcsot pontként dbrazoljuk, majd meghatarozzuk, hogy
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az egyenes melyik oldalan fekszik.

Atmérd (cm)

100 120 140 160 180 200
Témeg (g)

2. dbra: Linedris osztalyozo példaja a tomeg-atmér6 sikban. Az egyenes dontési hatarként
muikodik: az egyik félsik pontjai az egyik, a masik félsik pontjai a masik osztalyba keriilnek.
A dontés tehat kizdrolag attol fligg, hogy a pont az egyenes melyik oldaldn helyezkedik el.

A (z,,z,) Descartes-féle sikban egy egyenes felirhato

Wi Ty + wyy +b =0, (wq,wy) # (0,0).

A (wq,w,) vektor merdleges az egyenesre, ezért meghatdrozza annak iranyat, mig a b pa-
rameéter a helyzetét befolydsolja. Ez a reprezentdcio kis redundanciat tartalmaz: w,, w, és
bugyanazzal a nemnulla konstanssal térténé megszorzasa pontosan ugyanazt az egyenest
adja. A hatdrt leiré paraméterek ezért nem egyértelmiiek. Szamszerd értelmezésiik a val-
tozok skalajatdl is fiigg. Mivel a tdmeget grammban, az atmérét centiméterben mérjuk, w,
és w, szdmszer{ nagysaga nem hasonlithatd kozvetlenil ssze a kiillonbh6z8 mértékegysé-
gek figyelembevétele nélkiil.

Az egyenes egyenlete egyszerti mddot ad annak elddntésére, hogy egy pont a hatar melyik
oldalan talalhatd. Definidljuk a pontszamot:

(21, Ty) = w1 Ty + wyy +b.

Ha s(x;,z,) = 0, a pont az egyenesen fekszik. Ha s(z,,z,) > 0, az egyik félsikban, ha
s(xy,24) < 0, a masikban helyezkedik el. Ha ugy dontink, hogy a pozitiv pontszadmok az

4



A PORTUGAL EREDETI MAGYAR FORDITASA
Cunha Jr

almaknak, a negativak pedig a narancsoknak felelnek meg, akkor a szabdly:

s(xy,25) >0 = alma,
s(xy,%9) <0 = narancs.

Példaul tekintsiik a kovetkez6 hatart:

1

wl:?o’

wy =2,  b=-30.
Egy 160 g tomeg(i és 7.8 cm atmérdjli gyumaolcs esetén

1
s:ﬁx160+2x7.8—30

=16+ 15.6 — 30
= 1.6.

Mivel a pontszdm pozitiv, a pont abban a félsikban van, amelyet az almédkhoz tarsitottunk.
Az osztalyozd tehat almanak cimkézné ezt a gyumolcsot.

Nem minden w,, w, és b valasztds eredményez jo osztalyozast. Egyes egyenesek rosszul va-
lasztjak szét a két csoportot, mig masok kevesebb hibat okoznak. A tanuldsi feladat éppen
az, hogy korabban cimkézett példék segitségével olyan paraméterértékeket hatdrozzunk
meg, amelyek csokkentik a modell hibdjanak valamilyen mértékét. Ahelyett, hogy kozvet-
leniil beprogramozndnk az egyenes helyzetét, azt szeretnénk, hogy az algoritmus az adatok
alapjan allitsa be az egytutthatokat.

Egyetlen egyenes jol miikodhet, ha az osztalyok kozel linedrisan szeparalhatok. Osszetet-
tebb adathalmazok nemlinedris hatart igényelhetnek. Miel6tt ezzel a korlattal foglalkoz-
nank, az imént létrehozott osztalyozot elemi szamitdsi egységként értelmezzik ujra: mes-
terséges neuronként.

4. A mesterséges neuron

Az el6z06 részben az
§=wiTq + Wy +b

kifejezést annak meghatdrozdsara haszndltuk, hogy egy gyimoélcs az egyenes melyik olda-
1an talalhatd. Ugyanez a kifejezés tekinthetd a mesterséges neuron altal végzett szamitds
elsd 1épésének. A neuron szamszerli bemeneteket kap, sulyok és eltolas segitségével kom-
bindlja 6ket, majd egy matematikai fliggvényt alkalmaz a kimenet el6allitdsahoz.

Példankban a bemenetek a tomeg x, és az &tmérd x,. Minden bemenetet megszorzunk egy
sulynak nevezett paraméterrel; a szorzatokat 6sszeadjuk egy b konstans taggal, amelyet
biasnak (eltolasnak) nevezink. Az 3. dbra sematikusan mutatja ezt a szamitast.

A sulyok hatdrozzak meg, hogyan befolyasoljak a bemenetek valtozasai a pontszamot. Ha
xo-t s minden mas mennyiséget rogzitink, akkor Az, valtozds w, Az, értékkel médositja
s-t. Hasonl6an, Az, valtozas w,Ax, értékkel mdédositja a pontszamot. Az elgjel is szamit:
pozitiv suly esetén a bemenet névekedése ndveli a pontszamot, negativ suly pedig az ellen-
kez6 hatdst valtja ki. Ezt az értelmezést 6vatosan Kkell hasznalni, ha a valtozok kilonbozé
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Bemenetek Salyok Stlyozott sszeg
+ bias

Tomeg
X b Aktivacios fiiggvény Kimenet
1 (bias)
Atmérs @\ g(S)
e @ 3

(2 neuron

S = WXy + WXyt - eldrejelzése)
\ +W,x, + b

Minden x; bemenetet
megszorzunk a sajat
w; stlyaval.

(tovabbi bemenetek)

S i = . L J L J
¥ Bl Vo e

A neuron megkapja a bemensti értékeket  Minden bemenetet megszorzunk A szorzatokat dsszeadjuk, majd hozzaadjuk a b biast, Az pontszémot a g aktivécios fliggvény alakija &t
(X2 Xor s Xo). ahozza tartozo sdllyal. foy kapjuk az s pontszamot. oy kapjuk 2§ kimenetet

E A neuron miivelete: linearis kombinacié (sdlyozott sszeg + bias), majd nemlinearitas (aktivacios flggvény). 1

3. dbra: Egy mesterséges neuron miikddésének sematikus dbraja. Minden z; bemenetet
megszorzunk egy w, sullyal; a szorzatokat a b bias-szal egyiitt 6sszeadjuk, igy kapjuk az
s pontszdmot. Ezutan a g aktivacios fliggvény a pontszamot § = ¢(s) kimenetté alakitja,
amely kdztes mennyiségként vagy végsd elérejelzésként hasznalhatd.

mértékegységekkel és skalakkal rendelkeznek. Emiatt gyakorlati megvaldsitasokban a be-
meneti adatokat tanitds el6tt gyakran normalizdljak vagy standardizaljak.

Abbias az affin transzformacié konstans tagja. Geometriailaglehet6vé teszi a dontési hatar
eltolasat. Ha b = 0, akkor

az egyenest arra kényszeriti, hogy &tmenjen az origén. Bias jelenlétében a hatar mds helyre
tolhato. Ezzel ekvivalensen, ha z; = z, = 0, akkor a pontszdm egyszeriien s = b.

A pontszamnak nem kell a neuron végs6é kimenetének lennie. Altaldban egy g aktivdcids
fiiggvényt alkalmazunk ra:

y=g9(s) = g(wyz; + wyz, +b).
A szamitas tehat két 1épésbdl all:
§ =w T, + Wy + b,
y=g(s).
Az el6z6 rész paraméterértékeivel s = 1.6. Ha a lépcséfiggvényt valasztjuk,

(s) 1, s>0,

S) =

g 0, s5<0,
6
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akkor y = ¢(1.6) = 1. Konvenciénk szerint a gyumaolcsot almanak osztalyozzuk. Ennél
az aktivacionadl a dontés akkor valtozik, amikor s dthalad a nullan, ezért az osztalyhatart
pontosan

adja.

Egyetlen neuron tehat egyszerli matematikai objektum 4allithaté paraméterekkel. Valodi

jelent6sége akkor jelenik meg, amikor sok ilyen egységet dsszekapcsolunk. A hdaldzat fel-
épitése el6tt azonban meg kell értentink, miért nélkiilozhetetlen az aktivacios fliggvény.

5. Miért van sziikség aktivacios fiiggvényre?

A neuron el6szor affin transzformdcidval kiszamit egy pontszamot, és csak ezutan alkal-
maz aktivacios fuggvényt. Ez a masodik 1épés nélkiilozhetetlen ahhoz, hogy a neurdlis
haldézat bonyolult kapcsolatokat tudjon reprezentdlni. Ennek megértéséhez képzeljink el
egy olyan hdlgzatot, amelyben egydaltalan nem hasznalunk aktivacios figgvényeket. Ekkor
minden egység alakja

Y = wT; + wyxy + b.

Egydimenzids szemléltetésként tegyiik fel, hogy az els6 egység
h=ax+b

értéket allit el6, a masodik pedig
y=ch-+d

értéket szamit. Behelyettesitéssel
y=clax +b) +d = acx + (cb + d),

ami tovabbra is affin fliggvénye z-nek. Ugyanez igaz tébb dimenziéban is: affin transzfor-
maciok kompozicidja tovadbbra is affin. Ezért sok réteg hozzdadasa nemlinedris miivelet
nélkiil nem teszi a halézatot alapvet6en kifejez6bbé; az egész kompozicié helyettesithet6
egyetlen affin transzformaci6val.

Az aktivacios fuggvény megsziinteti ezt a korlatot. Az s pontszam kiszamitdsa utdn a neu-
ron egy altaldban nemlinedris leképezést alkalmaz:

h=g(s).

Ha tobb ilyen egységet 6sszekapcsolunk, az eredé kompozicié mar nem redukalhato egyet-
len affin transzformacidra. Ez teszi lehetévé bonyolultabb déntési hatarok felépitését.

A legegyszer(ibb aktivacié a 1épcs6fliiggvény,

(s) 1, s>0,
S) =
g 0, s<0.

Bindris dontést allit el6, ezért kivald az osztdlyozds megértéséhez. Derivaltja azonban s + 0
esetén nulla, s = 0-ndl pedig nem létezik. Mivel a gradiensalapu tanitds derivaltakat hasz-
ndl annak meghatarozasdra, hogyan valtozzanak a paraméterek, a 1épcséfiiggvény nem
alkalmas erre a tanitdsi mechanizmusra.
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Egy alternativa a szigmoid fiiggvény,

Minden valds szamot szigoruan 0 és 1 kozotti értékre képez. Nagyon negativ s esetén a
kimenet 0-hoz, nagyon pozitiv s esetén 1-hez kozelit; a kett§ kozott az dtmenet sima. A
szigmoid mindenttt differencidlhatd, és

o'(s) =o(s)(1—o(s)).

Mivel kimenetei 0 és 1 kozott vannak, gyakran haszndaljdk binéris osztalyozok kimeneti ré-
tegében. Megfelel§ veszteségfiiggvénnyel egyiitt, valoszinliségi megfogalmazasban a kime-
net az 1-gyel jelolt osztaly valdszinliségének becsléseként értelmezhetd. Rejtett rétegekben
azonban a szigmoid nehézséget okozhat: nagy abszolutértékii bemeneteknél a derivaltja
nagyon Kkicsivé valik, ami hozzdjarul a mély halézatok eltiind gradiens problémajahoz.

Gyakran haszndlt rejtettréteg-aktivacio a ReLU (Rectified Linear Unit),

ReLU(s) = max(0, s) — {0’ <0,

s, s>0.
Bar két linearis szakaszbdl 4ll, a ReLU globalisan nem linedris. Derivaltja 0 s < 0 esetén és
1s > 0 esetén. s = 0-ndl a szokdsos derivalt nem létezik, ezért a szoftveres megvaldsita-
sok valamilyen konvenciét haszndlnak a gradiensre. Pozitiv bemeneteknél a derivalt nem
csokken s novekedésével, igy elkertilhet6 a szigmoid egyik telit6dési mechanizmusa.

A 4. &bra vizualisan hasonlitja 6ssze ezt a harom aktivacidt: a 1épcs6fiiggvény hirtelen
ugrasat, a szigmoid sima atmenetét és a ReLU meredekségvaltozasat.

F6 tulajdonsagaikat az aldbbi tdblazat foglalja 6ssze.

Figgvény Kimenet Derivalt Tipikus haszndlat
Lépcsd {0,1} Nulla s # 0 esetén; s = 0-ndl nem  Torténeti modellek és didaktikai
létezik példak
Szigmoid (0,1) Minden s esetén létezik Bindaris osztdlyozas kimeneti ré-
tege
ReLU [0, 00) 0s<O0eseténés1s > 0esetén Rejtett rétegek

E fiiggvények részletei eltérnek, de kozos fogalmi szerepiik a nemlinearitas bevezetése. Ez
a nemlinearitds teszi lehet6vé, hogy a kovetkezd rész kis halozata olyan kapcsolatokat is
reprezentdljon, amelyeket egyetlen egyenes nem tud megragadni.

A tovabblépni kivano olvasoknak Haykin [5] klasszikus targyaldst ad a neuralis halozatok-
rol, mig Goodfellow, Bengio és Courville [3] tdgabb 0sszefiiggéshen ismertetik az aktivaci-
os fliggvényeket és a mély hal6zatok tanitdsat. Nielsen szabadon hozzaférhet6 konyve [7]
kiiléndsen jol hasznalhaté a neuronokkal, aktivacidkkal és tanuldssal kapcsolatos intuicid
kialakitasdhoz.



A PORTUGAL EREDETI MAGYAR FORDITASA

Cunha Jr
1. Lépcséfiiggvény (step) 2. Szigmoid fiiggvény (logisztikus) ] 3. ReL U fliggvény
g(s) g(s) g(s)
% SH— | ]
]
]
|
| 0,5
|
}
|
9 G > s > s f > S
0 0
1, s20 | 1 0, s<0
s S =2
, = )
g(s) = g(s) = —— s) = max(0, s) =
‘ 0, s <40 1F e = 9(s) (0.5) S s =0 ]
. . o
o Kimenet: 0 vagy 1. g Kimenet: 0 és 1 kozGti értekek. Kimenet: 0, ha s < 0; a kimenet s, has = 0.
5 . .
o Dontés: igen” (1) vagy ,nem” (0). " FEeLCRloy RncRmR Egyszerll és szamitésiag hatékony.
Minden pontban differencialhaté. ® Minden pontban dif Ihat6, ki 0t
Nem folytonos s = 0-nal; ezen a ponton nem differenciélhats, pontberid oo, kveves =
atobbi gombana derivaltja 0. P © Sok éven at széles kirben hasznaltak neuralis halozatokban. (egyoldali derivaltak leteznek).
itka Nagy |s| esetén telitédés” Iéphet fel o Napjaink egyik leggyakrabban hasznalt aktivacios figgvénye
" Ma ritkan hasznaljak. . Trer s gracierisak) 1es annak valtozata).
_— ( _— A
Intuicio: Intuicio: Intuicié:
@ binéris dontést hoz @ a pontszamot 0 és 1 kozotti @ itengedi a pozitiv értékeket,
egy hirtelen ugrassal. .bizonyossagi fokka™ alakitja. a negawakal pedig lenullazza.
A T J L J

Osszef foglalés: Az aktivacids fliggvény nemlinearitast visz a neuronba.
Nélkiile (vagy ha mind linearis) az egész hal6zat egyetlen linedris osztalyozokent 1egyenesken|) viselkedik.

4. dbra: A neuralis haldzatok bevezetd targyaldsaiban gyakran szereplé harom aktivacios
figgvény osszehasonlitasa. A 1épcsoéfiiggvény hirtelen dontést hoz; a szigmoid sima atme-
netet biztosit 0 és 1 kozott; a ReLU pedig lenulldzza a negativ bemeneteket, mikozben meg-
tartja a pozitivakat. A nemlinedris aktivaciok megakadalyozzak, hogy tobb réteg egymasra
épitése egyetlen affin transzformdacidra egyszer(isodjon.

6. Egy kis neurdlis haldzat felépitése

Most olyan hdaldzatot tekintliink, amelynek két bemenete, egy hdrom neuront tartalmazé
rejtett rétege és egy kimeneti neuronja van. A bemenetek tovabbra is

x, = tdmeg, Ty = atméro,
és mindkett6t minden rejtett neuron megkapja, ahogy az 5. dbra mutatja.

Jeldlje a rejtett réteg kimeneteit h,, h, és h;. Mindegyik neuron ugyanazt a két bemenetet
kapija, de sajat sulyokkal és bias-szal rendelkezik:

hy = g (w @y + wipTy + b)),
hy = g (wy @1 + WysTy + by)
hs = g (w121 + w3y, + bg) .
Bar mindharom neuron ugyanazt a tomeget és a&tméro6t kapja, paramétereik killonboz6sé-

ge miatt eltérd valaszokat adhatnak. A tanitas sordn ezeket a paramétereket ugy modosit-
juk, hogy a koztes aktivaciok hasznosak legyenek az osztalyozas szempontjabol.

A harom h4, h, és h; mennyiség ezutdn a kimeneti neuronhoz keriil, amely
Sout = V1hy +vahy +v3h3 4 ¢
9
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Bemeneti réteg Rejtett réteg Kimeneti réteg
(bemenetek) (3 neuron) (1 neuron)
+— by

Tomeg —
‘ 1%t c
l «— b, V2
’ h,

- o
'( 7JC» ) >y
Elérejelzés
Atmérs (pl. alma vagy narancs)
V3

«—— b,

—PKapcsolatok a bemenett6l —IKapcsolatok a rejtett rétegtsl —\ e
arejtett rétegig a kimeneti rétegig Minden neuron bias-a

5. abra: A neurdlis haldzati szdmitas bevezetéséhez hasznalt didaktikai 2-3-1 architektura.
A két bemenet — tomeg és atmér6 — harom rejtett rétegbeli neuront taplal. Ezek h,, hy, hy
aktivacioit ezutdn a kimeneti neuron kombindlja, hogy elédllitsa a y elérejelzést. Minden
kapcsolatnak allithato sulya, minden neuronnak pedig bias-a van.

értéket szamit, majd
Q = Yous (Sout)
kimenetet allit eld. Binaris problémdankhoz szigmoid kimenetet hasznalunk:

y =0 (vihy + v3hy + v3hg +¢), 0<y<l.

Ha az alméra y = 1, a narancsra y = 0 jel6lést haszndlunk, akkor a 0.5 kiisz6b az alabbi
osztalydontést adja:
7y > 0.5 = alma, 7 < 0.5 = narancs.

Az 1-hez kozeli értékek tehat er6sen az almahoz, a 0-hoz kozeli értékek a narancshoz tar-
sulnak. Ahogy kordbban megjegyeztiik, § valoszintiségként valg szdmszeri értelmezésé-
hez tovabbi feltételezések sziikségesek a modellrdl és annak tanitdsarol. Az itt hasznalt
osztalyozasi szabalyhoz elegendd y-t a halgzat folytonos kimeneteként tekinteni.

Az architektura kozponti eleme a koztes reprezentacio:
(z1,29) — (hy, by, hg) — 9.

A hdaldzat két jellemz6t kap, és harom Uj mennyiséget épit fel a végsd valasz eldallitasa elott.
Ezeket az aktivaciokat nem kézzel valasztjuk: a sulyoktdl és hiasoktdl figgenek, ezért a
paraméterek tanitdsaval egyttt valtoznak.

10
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Kis mérete ellenére a hdl6zat mdr tizenhdrom allithato paraméterrel rendelkezik. A hdrom
rejtett neuronban
3241)=9

paraméter talalhato, a kimeneti neuron pedig
3+1=4

paramétert ad hozza. Tehat
944 =13.

Ugyanez a szamlalas matrixos jel6lésben is atlathaté. Definialjuk

) Wy Wig by
3 W(l) - U)21 'UJ22 5 b(l) = b2 .

W31 W3z bs

EkKkor a rejtett réteg tomoren igy irhato:
h=g(WWx+bW),

ahol g komponensenként hat. A kimenetre
g=0(Wh+0b?),

ahol
W2 =1[v, vy, wvy].

Ez a jelolés el6revetiti a Python-program szerkezetét. Amikor egy gyumolcsot a bemenetre
adunk, és egymas utdn kiszamitjuk az aktivacidkat egészen y-ig, eléreterjesztést (forward
pass) végziink. A kézponti kérdés tovabbra is az: hogyan hatdrozhaté meg automatikusan
a tizenharom paraméter ugy, hogy az elérejelzések illeszkedjenek az adatokhoz?

7. Hogyan tanul egy neurdlis halézat?

A sulyok és biasok el6re nem ismertek. Olyan példak segitségével kell 6ket bedllitani, ame-
lyeknél a helyes valasz rendelkezésre all. Ezt a folyamatot tanitdsnak nevezzik, és az alab-
bi ciklussal foglalhatjuk dssze:

el6érejelzés | — | hiba mérése H‘paraméterek médositésa‘e ismétlés |.

Tekintstiink egy 140 g tdmegl és 7.0 cm atmérdjd gyumolcsot, amelynek helyes osztalya
narancs, tehat y = 0. Tegyiik fel, hogy a tanitds egy pontjan a halézat § = 0.80 kimenetet
ad. Az el@rejelzés és a cél kozotti eltérés egyik egyszerl mértéke a négyzetes hiba:

1 2
E—i@—W~

Ebben a példdban
E= %(0 —0.80)2 = 0.32.

11



A PORTUGAL EREDETI MAGYAR FORDITASA
Cunha Jr

Ez a kifejezés egyetlen példahoz tartozo veszteségfiiggvény. Mivel négyzet, E > 0, és a céltol
tavolabb es6 eldrejelzések nagyobb biintetést kapnak. Az 1/2 tényezd nem valtoztatja meg
a minimum helyét, de egyszertsiti a derivaltakat. Bindris osztalyozasban gyakran mas
veszteségeket, killonosen keresztentrdpidt haszndlnak. Itt a négyzetes hibat valasztjuk,
mert algebraja atlathato és elegendd az optimalizalds és a visszaterjesztés bevezetéséhez
(2, 31.

Ha a tanitéhalmaz N példat tartalmaz, egy globdlis mérték az atlagos veszteség:

1 N
J:N;Ei.

Minden el6rejelzés fligg a halozat sulyaitdl és biasaitdl, igy J is figg valamennyi paramé-
tertdl. A tanitds azt jelenti, hogy olyan paraméterértékeket keresiink, amelyek mellett J
kicsi.

A mddositas mechanizmusanak megértéséhez elszor képzeljik el, hogy egyetlen w suly

kivételével minden paramétert rogzitink. Ekkor a veszteséget J = J(w) fuggvényként te-
kinthetjuk. Az 6. dbra 6sszefoglalja a tanitas alaplépéseit, amelyeket most megvizsgalunk.

( (1) ELORETERJESZTES (forward pass)

Az informaci6 a bemenetekil a kimenet felé halad,
hogy elérejelzés szilessen.

€ VISSZATERJESZTES (backpropagation) \‘

A hibit visszafelé terjeszjik, hogy kiszamitsuk
minden paraméter hatasat.

‘ eA HIBA KISZAMITASA

Rejtett réteg Kimeneti réteg o
Bemenetek (3 neuron) (1 neuron) Ay dereeles! sszehasoniiuk
ahelyes y értekkel.

A hiba
gradiensei

Sulyok és biasok
allithatok)
- ™\

Minden saox tasokcesa ar)
ittt oy Lediscaeie wamtiamenstt
Ezeka meg ik irar
o A kimeneti neuron el6ziltja a § elbrejelzsst 5 pe eket.
b =/ NG

— T (6] PARAMETERFRISSITES | ) ..

o ISMETLES f

Minden w syt és b biast a hibét csdkkentd iranyban médositunk. i Kapesolatok a bemenettdi a rejtett rétegig
H
2

@ ozt megicapjaa bemenetice (x, )

oF

(amansents Onovo = Bantigo — 1 - 30

\
i
|
i
i

——— Kapesostoka refetrtegs a kmeneteegy |
i
i
i
i
i

;
|
.
.
.
Vi X '
1 === Hbaranis (sszaeeszis)
.
.
,

() mtvacios nggueny

F gondolat: a halgzat probélkozik, méri a hibt, modosifa a paramétereket, majd ujra probalkozk.
Sok probalkozas tan egyre jobb clérejeizéseket tanul kesziteni

6. abra: A neurdlis hal6zat tanitdsdnak alapciklusa. Az el6reterjesztés a bemeneteket elére-
jelzéssé alakitja; a veszteségfiiggvény méri az el6rejelzés és a cél kozotti eltérést; a vissza-
terjesztés a lancszabaly segitségével kiszamitja a gradienseket; a gradiensmodszer pedig
ezeket haszndlja a sulyok és biasok frissitésére. E ciklus sok epochon 4t torténé ismétlését
nevezzik tanuldsnak.

A differencidlszamitdsban kevéshé jartas olvasok szdmadra a derivalt itt a lokdlis érzékeny-
ség mértékeként értelmezhetf: megmutatja, hogyan hajlamos megvaltozni a veszteség, ha
egy paramétert kicsit modositunk. ElGjele jelzi, melyik irdny ndveli vagy csokkenti lokali-
san a fliggvényt, abszolutértéke pedig e helyi valtozas erdsségét méri.
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A
aJ

ow
derivalt a lokalis meredekséget adja. Ha pozitiv, akkor w kis ndvelése varhatoan noveli
J-t, ezért a sulyt az ellenkezé irdnyba kell mozditani. Ha negativ, w névelése lokalisan
csOkkenti J-t. Mindkét esetet leirja

oJ
Whew = Wold — n%7
ami a gradienscsokkenés alapotlete. A pozitiv  szdm a tanuldsi rata; a 1épés nagysagat
szabdlyozza. Tul kicsi érték lassu tanitast, tul nagy érték pedig oszcillaciot vagy instabilitast
okozhat.

Sokparaméteres haldzatban jeldlje 6 barmely sulyt vagy biast. Ekkor a frissités

aJ
enew = 001(1 - 77%

Az 0sszes parcidlis derivalt egyltt alkotja a veszteség gradiensét. Geometriailag a gradiens
a leggyorsabb lokdlis névekedés irdnyaba mutat, ezért a negativ gradiens lokalis csokke-
nési irdnyt ad.

Még ki kell szamitanunk ezeket a derivaltakat akkor is, amikor a haldzat tobb fliggvény
kompozicidja. Az eléreterjesztés sordn az informadcid utja

bemenetek — rejtett réteg — kimenet.

Annak meghatarozasahoz, hogy egy korai réteg paramétere hogyan befolyasolja a veszte-
séget, matematikailag forditott irdanyban kovetjiik a fliggéségilancot. Ezt az eljarast vissza-
terjesztésnek (backpropagation) nevezzik. Lényegében a lancszabaly szisztematikus és ha-
tékony alkalmazdsarol van sz6. Rumelhart, Hinton és Williams [8] klasszikus hivatkozdst
adnak az eljaras rejtett rétegeket tartalmazo halozatokban vald elterjedéséhez; Nielsen [7]
részletes és kiillonosen didaktikus levezetést kozol.

Egy egyszer( fligg6ségi lancban, ahol F fligg 5-t6l, y fligg egy h aktivaciotol, az pedig egy w
sulytdl, a lancszabdly szerint

OE _ OE 0y Oh

ow 0y Oh Ow’
Minden tényezd a w sulynak a végsd veszteségre gyakorolt hatasanak egy-egy szakaszat
irjale. Nagyobb halézatok sok ilyen lancot tartalmaznak, és a visszaterjesztés ugy szervezi
a szamitast, hogy a koztes derivaltak ujra felhaszndlhatdk legyenek, ahelyett hogy minden
paraméterhez kilon ujraszamolnank 6ket.

A gyakorlatban a tanitds sok példat hasznal. A tanitéhalmazon valo egy teljes athaladast
epochnak nevezziik. A paraméterek frissitheték minden egyes példa utan, ahogy a cikk ké-
s6bbi didaktikai programjaban, vagy kis példacsoportok, ugynevezett mini-batchek utan,
ami nagyobb halézatoknal elterjedt. Mindkét esetben az el6rejelzések, veszteségek, gradi-
ensek és frissitések ciklusa sok epochon at ismétlddik.

E fejlédés konkrét szemléltetésére kovethetjiik ugyanannak a rogzitett példanak az elére-
jelzését a tanitds kilonbozé szakaszaiban. Tekintsiik ismét a 140 g tomegl és 7.0 cm atmé-
réjl gyimolesot, amelynek helyes osztdlya narancs. A 1. tdblazat egy hipotetikus fejlédést
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1. tdblazat: A halozat ugyanarra a gyumolcsre adott elérejelzésének hipotetikus alakuldsa
a tanitas soran. Az ismételt paraméterfrissitések egy kezdetben hibas kimenetet a célcim-
kével 6sszhangban 1év§ osztalyozas felé mozdithatnak.

Epoch Elbrejelzésy Veszteség £ Osztdlyozas

1 0.86 0.37 Alma
5 0.71 0.25 Alma
10 0.55 0.15 Alma
20 0.31 0.05 Narancs
40 0.09 0.004 Narancs

mutat. Ezek az értékek nem egy konkrét futtatdshoz tartoznak; csupadn a mechanizmust
szemléltetik.

Kezdetben a kimenet kozel van 1-hez, ezért a gyimolcsot tévesen almanak osztalyozza a
halozat. A paraméterek modositasaval az eldrejelzés csokken, és végil atlépia 0.5 kiiszobot,
igy a helyes osztalyt adja. A folyamat soran a sulyok és biasok szamszerd értékei valtoznak;
a hdldzat architekturaja valtozatlan marad.

Atanitoadatokon mért veszteség csokkentése nem végso cél. Egy hasznos halgzatnak olyan
példakra is jo elérejelzéseket kell adnia, amelyeket nem hasznéltunk a paraméterek illesz-
téséhez. Ezt a képességet dltaldnositdsnak nevezzik. Ha a modell tul szorosan alkalmaz-
kodik a tanitéhalmaz sajatossagaihoz és 1j adatokon rosszabbul teljesit, tiltanuldsrdl be-
szélunk. Gondosabb értékelésnél az adatokat gyakran tanito-, validacids és teszthalmazra
osztjak: az elsd a paraméterek illesztésére szolgdl, a masodik a modellfejlesztés kozbeni
dontéseket tamogatja, a harmadikat pedig a végsd értékelésre tartjak fenn. Az altalanosi-
tasrol és a modellértékelésrdl bévebben Faceli és munkatarsai [2], valamint Goodfellow,
Bengio és Courville [3] irnak.

Ezzel eljutottunk a neurdlis hadl6zatban torténd tanulds matematikai jelentéséhez. Ebben
az Osszefiiggésben a tanulds azt jelenti, hogy egy dsszetett fliggvény paramétereit ugy mo-
dositjuk, hogy az adatokon mért hibat csokkentsiik, és idedlis esetben uj példédkra is jol
altalanositsunk. A hdaldzat eldrejelzést készit, veszteséget szamit, derivaltakkal meghata-
rozza, hogyan hatnak paraméterei erre a veszteségre, majd kis korrekciok sorozatat hajtja
végre.

8. A matematikatdl a Pythonig

Most az egyenletektdl egy futtathato program felé 1épiink. Nem specidlis neuralis halozati
konyvtarat hasznadlunk, hanem a cikkben felépitett matematikai miiveleteket kzvetleniil,
NumPy segitségével valdsitjuk meg [4]. Igy sorrdl sorra lathatéva valik, hogyan jelennek
meg a kédban a linedris kombindacidk, az aktivacios fliggvények, a veszteség szamitasa, a
visszaterjesztés és a gradienscsokkenés.

A meggy6z6bb végsé példdhoz szintetikus adathalmazt hasznalunk a tdmeg-atméré tar-
tomdany szélesebb részén. Tovabbra is csak két fizikai jellemzdvel dolgozunk — témeg
grammban és atmérd centiméterben —, de most 64 tanitopéldat osztunk el a sik egy tag
tartomanydban, és tovabbi nyolc példat tartunk fenn szemléltetd tesztként. Az adatok szin-
tetikusak maradnak, és almakra, illetve narancsokra ésszerd tartomanyokban helyezked-

14



A PORTUGAL EREDETI MAGYAR FORDITASA
Cunha Jr

nek el. Ugy konstrudljuk 6ket, hogy nemlineéris dontési hatart eredményezzenek anélkiil,
hogy minden pont néhany tulsdgosan mesterséges klaszterbe tomoriilne.

A geometriai oOtlet egyszer(i. Referenciagorbét definidlunk a tdmeg-atmérd sikban, az al-
madkat e gorbe feletti két sdvba, a narancsokat pedig alatta 1év6 két savba helyezziik. A t6-
meghez és az atmérdhoz kis determinisztikus perturbacidkat adunk, hogy a megfigyelések
szélesebb tartomanyt téltsenek ki. Az igy kapott példa gazdagabb a korabbi szemléltetések-
nél: tdbb pontot tartalmaz, az adatok a tartoméany nagy részén eloszlanak, és a megfeleld
dontési hatar egyértelmiien gorbiltebb egy egyenesnél.

Ehhez a végsd szamitasi kisérlethez a rejtett réteget tizenkét ReLU-neuronra bévitjik. Ez
nem valtoztatja meg a korabbi részekben vizsgdlt fogalmi szerkezetet; csupan néveli a ha-
l6zat képességét egy Osszetettebb hatar reprezentdlasara. A haromneuronos didaktikai ha-
l6zat 13 paramétere helyett most 49 allithato paramétertink van: az elsd réteghen 24 suly
és 12 bias, majd a kimeneti rétegben 12 suly és egy bias. Az egyenletek alakja pontosan
ugyanaz marad; csak a vektorok és matrixok lesznek nagyobbak.

A teljes program az alabbi.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib.lines import Line2D

def relu(s):
return np.maximum(0, s)

relu derivative(s):
return (s > 0).astype(float)

sigmoid(s):
return 1 / (1 + np.exp(-s))

base boundary(m):
return 6.68 + 0.74*np.exp(-((m-155)/20)**2) \
+ 1.50/(1 + np.exp(-(m-202)/5))

build data():
masses 1 np.linspace (118, 212, 16)
masses 2 masses 1 + np.array (

.1,0.8,-1.3,1.0,-0.8,
.9,0.9,-1.2,1.0,-1.0,

ool
5 =0

1. .1,-1.0,
1. .8,-0.7
1)

k = np.arange(16)

al = np.column stack([

masses 1,

base boundary(masses 1) + 0.22 + 0.05*np.sin(0.8%*k)
1)
a2 = np.column_stack([

masses 2,

base boundary(masses 2) + 0.58 + 0.06*np.cos(0.45%k)
1)
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np.column_stack([
masses 1,
base boundary(masses 1) - (0.22 + 0.04*np.cos(0.7*k))

np.column_stack([
masses 2,
base boundary(masses 2) - (0.55 + 0.05*np.sin(0.5*k))
1)

X train np.vstack([al, a2, ol, 02])
y train np.array([1.0]*32 + [0.0]%*32)

X test = np.array([
[121.0, 7.20], [135.0, 7.45],
[152.0, 7.75]1, [171.0, 7.32],
[121.0, 6.28], [152.0, 6.86],
[189.0, 6.48], [208.0, 7.55]
1)
y test = np.array([1,1,1,1,0,0,0,0], dtype=float)

return X train, y train, X test, y test

predict (X, mean, std, W1, bl, W2, b2):
Xn = (X - mean) / std
outputs = []
for x in Xn:
h = relu(Wl @ x + bl)
y hat = sigmoid(W2 @ h + b2)
outputs.append(y hat)
return np.array(outputs)

X train, y train, X test, y test = build data()

mean = X train.mean(axis=0)
std = X train.std(axis=0)
Xn = (X train - mean) / std

rng = np.random.default rng(42)

0.1 * rng.standard normal( (12, 2))
np.zeros(12)

0.1 * rng.standard normal(12)

0.0

eta = 0.05

n_epochs = 6000

history = []

for epoch in range(n epochs):
for i in rng.permutation(len(Xn)):
X = Xn[i]
target = y train[i]

z1 =Wl @x + bl

h = relu(zl)

z2 =W2 @ h + b2

y hat = sigmoid(z2)

delta2 = (y hat - target) * y hat * (1 - y hat)
dw2 = delta2 * h
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db2 = delta2
deltal = (delta2 * W2) * relu derivative(zl)
dwl np.outer(deltal, x)

deltal

dwl
db1l
dw2
db2

eta
eta
= eta
eta

*
*
*
*

errors = []
for x, target in zip(Xn, y train):
h = relu(Wl @ x + bl)
y hat = sigmoid(W2 @ h + b2)
errors.append(0.5 * (target - y hat)**2)
history.append(np.mean(errors))

make figure():

masses = np.linspace(116, 214, 500)

diameters = np.linspace(6.0, 8.85, 500)

M, D = np.meshgrid(masses, diameters)

grid = np.column_stack([M.ravel(), D.ravel()])

P = predict(grid, mean, std, W1, bl, W2, b2).reshape(M.shape)

fig, ax = plt.subplots(figsize=(9.2, 6.3))
ax.contourf(
M, D, P,
levels=[0.0, 0.25, 0.50, 0.75, 1.0],
colors=["#f3e0cbh", "#ecd5c4", "#dbe7cf", "#cde3bf"],
alpha=0.95
)
ax.contour(M, D, P, levels=[0.5],
colors=["#5ala8a"], linewidths=2.2)

mask = y train == 1.0

ax.scatter(X train[mask,0], X train[mask,1], marker="o",
s=48, facecolors="white", edgecolors="black",
linewidths=1.1, label="Alma - tanitas")

mask = y train == 0.0

ax.scatter(X train[mask,0], X train[mask,1], marker="s",
s=48, facecolors="white", edgecolors="black",
linewidths=1.1, label="Narancs - tanitas")

mask = y test == 1.0

ax.scatter(X test[mask,0], X test[mask,1], marker=""",
s=92, color="#1f77b4", label="Alma - teszt")

mask = y test == 0.0

ax.scatter(X test[mask,0], X test[mask,1], marker="x",
s=110, color="#ff7f0e", linewidths=2.0,
label="Narancs - teszt")

ax.set xlabel("Tomeg (g)")
ax.set ylabel("6Atmér (cm)")
ax.set title("A neurdlis halézat kimenete tanitds utan")

handles = [

Line2D([0],[0], marker='o', markersize=9,
markerfacecolor='white', markeredgecolor='black',
linestyle='None', label='Alma - tanitas'),

Line2D([0],[0], marker='s', markersize=9,
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markerfacecolor='white', markeredgecolor="black',
linestyle='None', label='Narancs - tanitas'),
Line2D([0],[0], marker='""', markersize=9, color='#1f77b4"',
linestyle='None', label='Alma - teszt'),
Line2D([0],[0], marker='x', markersize=10, color='#ff7f0e',
linestyle='None', label='Narancs - teszt'),
Line2D([0],[0], color='#5ala8a', lw=2.2,
label='A neurdlis halézat dontési hatara')
]
ax.legend(handles=handles, loc='center left',
bbox to anchor=(1.02, 0.5), frameon=True)

fig.tight layout()
plt.show()

Bér a kdd hosszabb, mint a cikk elején vizsgalt els§ egyenletek, szerkezete tovabbra is at-
lathatd. A build data() fuggvény automatikusan létrehozza a 64 tanitopéldat és a nyolc
szemléltet6 tesztpéldat. Ezutan mindkét valtozot standardizaljuk:

LT Hy

a’j.:i,

9

ahol y; és o, kizardlag a tanitohalmazbol szamitodik. Ez megakadalyozza, hogy a teszt-

halmaz befolyasolja a paraméterillesztést, és a tomeget meg az atmérdt 6sszehasonlithatd
szamszeri skalara hozza.

Az el6reterjesztés 1ényegében nem valtozik. Az egyetlen kiilonbség, hogy az els6 réteg most
tizenkét rejtett aktivaciobol all6 vektort allit el. Matrixos jel6lésben

20— Wx 4 b, h=ReLUz),

2D WOh4 b, §=o(z2).

Ez a négy sor tovabbra is az algoritmus matematikai magjat tartalmazza. A tanitds is meg-
Orzi a korabban bemutatott logikat: eldrejelzés szamitdsa, hiba mérése, az érzékenységi
informacio visszaterjesztése derivaltakkal, majd a paraméterek frissitése kis gradienslé-
pésekkel.

A koédban a kimeneti réteg visszaterjesztése itt jelenik meg:
delta2 = (y hat - target) * y hat * (1 - y hat)
a rejtett réteg felé torténd terjesztés pedig itt:

deltal = (delta2 * W2) * relu derivative(zl)

majd minden suly és bias frissitése kovetkezik. Mivel a példdkat minden epochban meg-
keverjik, és a paramétereket minden megfigyelés utan frissitjiik, ez a megvalositas a szto-
chasztikus gradienscsokkenés elemi formadja.

Az itt haszndlt véletlen maggal és hiperparaméterekkel a végs6 atlagos veszteség nagysag-
rendje 1075-10~%, és mind a 64 tanitépélda, mind a nyolc szemléltets tesztpélda a vart osz-
talyozast kapja. Ezt nem szabad szigoru statisztikai teljesitményértékelésként értelmezni:
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az adatok szintetikusak és didaktikai célbol késziiltek. Feladatuk annak bemutatasa, hogy
kevéshé trivialis kornyezetben miként tanulhat meg egy kis neuralis haldzat egyértelmtiien
nemlinearis dontési hatart.

A 7. dbra mutatja a program végsé kimenetét a tomeg-atmérd sikban. Minden tanitépont
lathatd. A kiemelt gorbe a § = 0.5 szint, és a hdldzat altal megtanult dontési hatdrt jelenti;
az arnyékolt tartomanyok a két eldre jelzett osztalyt mutatjdk. A korok tanito almdakat, a
négyzetek tanitd narancsokat, a haromszogek tesztalmakat, a keresztek tesztnarancsokat
jelolnek. A jelmagyarazat a f6 rajztertiileten kiviil helyezkedik el, igy egyetlen adatpontot
sem takar el.

A neuralis halézat kimenete tanitas utan

8.5

Alma — tanitas

Narancs — tanitas

Atméré (cm)

> OO

Alma — teszt

Narancs — teszt

A neurélis halézat dontési hatara

6.0

120 140 160 180 200
Témeg ()

7. dbra: A Python kimenete a neurdlis hal6zat tanitasa utdn. A szintetikus adathalmaz 64
tanitépéldat tartalmaz a tomeg-atmérd sik széles tartomanyaban, valamint nyolc tovabbi
példat szemléltetd teszthez. A kiemelt gérbe a § = 0.5 szint, és a megtanult dontési hatart
jelenti; az drnyékolt tartomdanyok a haldzat dltal el6re jelzett osztalyokat mutatjak. A korok
tanité almadakat, a négyzetek tanitdé narancsokat, a haromszogek tesztalmakat, a keresztek
tesztnarancsokat jelglnek.

Egy két egyszer( pontcsoportot elvalasztd egyenessel kezdtiink, és egy gazdagabb szamitasi
példaigjutottunk, amelyben gorbult hatar jelenik meg a halézati paraméterek automatikus
modositasdnak eredményeként. A matematikdhoz semmi rejtélyeset nem adtunk hozza:
a megvalositas csupan nagyobb léptékben és nagy sebességgel szervezi és ismétli az affin
kombindacidkat, aktivacids fliggvényeket, derivaltakat, matrixszorzasokat és gradiensalapu
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frissitéseket [3, 7].

A cikkhez kapcsoléd6é minden szamitasi anyag — beleértve a kddot és egy futtathaté Go-
ogle Colab jegyzetfiizetet — elérhet6 a https://neuralmath.org cimen, egységes hozzaférési
pontot biztositva azoknak az olvas6knak, akik szeretnék felfedezni, reprodukélni vagy mo-
dositani a példakat.

Nyilatkozat a mesterséges intelligencia hasznalatardl. A szerzd az OpenAl 4ltal fej-
lesztett ChatGPT-t tAmogato eszkozként hasznalta a szoveg megfogalmazasahoz, nyelvi el-
lendrzéséhez, a kifejtés megszervezéséhez és didaktikai dbrak létrehozdsahoz. A szerz6
teljes felel6sséget vallal a munka végso tartalmaért, beleértve a matematikai anyag kidol-
gozdasat, a kodot és a felhasznalt hivatkozdsokat.
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