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Predmluva

Tento text vznikl z jednoduché mySlenky: zviditelnit matematické operace
uvnitf malé neuronové sité. V mnoha uvodnich vykladech se neuronové sité
objevuji jako vykonné, ale nepriihledné nastroje. Ctenai se nau¢i zavolat
knihovnu, spustit trénovani a sledovat kfivku ztraty, aniZz nutné vidi
posloupnost operaci, kterd prevddi data na rozhodnuti. Zde postupujeme
opacné. Zafindme elementdrnim geometrickym problémem, interpretujeme
linedrni klasifikator jako umély neuron, zavadime aktiva¢ni funkce, spojujeme
neurony do malé sité a krok za krokem dochazime ke gradientiim,
gradientnimu sestupu a zpétnému Sifeni.

Text je urCen ¢tenarm s pomérné skromnymi znalostmi kalkulu a statistiky:
studentiim, ucitelim a samoukdm. Cilem neni zjednodusit latku tak, aby
matematika zmizela, ale usporddat vyklad tak, aby kazdd novad mysSlenka
spocivala na néfem zndmém: bodu v roviné, primce, skladani funkci, derivaci
a retézovém pravidle. Kdd v Pythonu a NumPy pak vznikd jako prirozeny
disledek této konstrukce; rovnice a algoritmus jsou dvéma popisy téhoz
objektu. Nejlepsi je proto Cist s otevienym notebookem a kazdy krok spouStét a
upravovat.

Tento text je soucdsti kolekce NeuralMath dostupné ve 26 jazycich. VSechny
verze zachovavaji stejné rovnice, obrazky, ¢iselné ptiklady a ¢islovani oddild,
takze ¢tendafi riznych jazykd mohou studovat spole¢né. Dilezitou piekazkou
pii u¢eni matematiky a informatiky neni jen obtiZnost pojm1, ale také jazyk, a
kazdy Ctendr si zaslouZi vstupni bod ve svém vlastnim jazyce.

Mym cilem je, aby Ctenal na konci cesty vnimal neuronovou sit jako méné
tajemny objekt. Neni tfeba predstirat, Ze moderni neuronové systémy jsou
jednoduché. Staci ukdazat, Ze pod méfitkem a slozitosti soucasnych aplikaci
stdle plsobi matematické myslenky, které lze zkoumat, odvozovat,
implementovat a chapat.
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Matematicka anatomie neuronoveé sité

Americo Cunha Jri®

Abstrakt

Predstavujeme matematicky uvod do umélych neuronovych siti na prikladu jednoduché-
ho klasifika¢niho problému. Linedrni klasifikator prirozené vede k pojmu umélého neuro-
nu; nasledné diskutujeme vahy, biasy, aktiva¢ni funkce a spojovani neurond do malé sité.
Proces uceni zavadime prostrednictvim ztratové funkce, derivaci, gradientniho sestupu
a zpétného Sifeni. Nakonec je model implementovan pfimo v jazyce Python, takze vztah
mezi rovnicemi a algoritmem je zcela zfejmy. Cilem je ukazat, Ze zndmé pojmy analytické
geometrie, linedrni algebry a diferencidlniho poctu tvori pfistupny zdklad pro pochopeni
zdkladnich mechanisml neuronovych siti.

Klicova slova: umélé neuronové sité; strojové uCeni; matematické vzdélavani; zpétné si-
feni; Python.

1. Kdy se miZe pocitac ucit?

V kazdodennim Zivoté témér bezdécné ¢inime klasifika¢ni rozhodnuti. KdyZ se podivame
na ovoce, rychle rozpozname, zda jde o jablko nebo pomeranc¢; kdyZ nam prijde zprava do
telefonu, odliSujeme béZnou komunikaci od nevyzadané reklamy; v 1ékafské analyze 1ze
nékolik méreni kombinovat jako podporu rozhodnuti; a ve finan¢nich institucich se pred
poskytnutim uvéru vyhodnocuje mnoho informaci. Ve vSech téchto pfikladech se soucasné
posuzuje nékolik vlastnosti, aby bylo moZné ziskat odpovéd.

V mnoha tradi¢nich pocitacovych programech jsou pravidla vedouci k takové odpovédi
explicitné zapsana programdatorem. Tento pFistup funguje dobre, pokud jsou pravidla zna-
ma a lze je jasné formulovat. Je vSak méné ucinny, jsou-li data velmi rozmanita nebo je-1i
obtiZzné pfedem stanovit vSechny podminky potfebné pro dobré rozhodnuti. To vede k pri-
rozené otazce:

MiiZeme vytvorit program, ktery se rozhodovact pravidlo nauci z prikladii, misto aby toto
pravidlo dostal predem?

Jde o jednu z ustrednich mySlenek strojového ucent, oblasti umélé inteligence zabyvajici se
metodami prizptisobovani modelt datim [2, 3]. V iloze uceni s ucitelem dostava algorit-
mus priklady spolu se spravnymi odpovédmi a naSim cilem je nalézt model, ktery dokaze
vytvaret uZitecné predikce také pro pripady nepouZzité pfi tréninku. Mezi mnoha modely
vyvinutymi pro tento ucel ziskaly zvlastni vyznam umeélé neuronové sité, pouzivané mimo
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jiné pfirozpoznavani obrazu, zpracovani jazyka, analyze signalli a predpovidani ¢asovych
rad [6].

Vyuziti neuronovych siti jako mostu mezi matematikou, vypocty a Skolnim vzdélavanim
jiZ v Casopise Professor de Matemadtica Online diskutovali Batista a Martins [1], ktefi pred-
stavili aktivitu spojenou se vzdélavanim ucitelli, Pythonem a rozpoznavanim cislic. Tento
¢lanek voli dopliiujici pohled. Nasim hlavnim cilem je odhalit matematiku uvnitf malé neu-
ronové sité, pocinaje analytickou geometrii a ndsledné krok za krokem prechazet k vypoctu
gradientu a ru¢ni implementaci zpétného Sireni.

Navzdory propracovanosti souCasnych aplikaci 1ze matematické jaddro neuronové sité za-
vést pomoci pomérné dobie zndmych pojmu. Na zdkladni irovni je neuronova sit slozenim
funkci, jejichZ parametry se nastavuji na zdkladé dat. Zacindme jednoduchym geometric-
kym problémem, reinterpretujeme oddélujici pfimku jako umély neuron, spojime nékolik
neurond, analyzujeme ulohu aktiva¢nich funkci a ukdZeme, jak 1ze derivace pouzit k au-
tomatickému nastavovani parametrd sité. Poté implementujeme uplny maly piiklad v Py-
thonu a zachovame pfimou souvislost mezi rovnicemi a kddem.

2. Matematicka reprezentace problému

Abychom pochopili fungovani neuronové sité, zatneme zdmeérné zjednoduSenym problé-
mem: rozliSovanim jablek a pomeranc¢ii. Ovoce ma mnoho vlastnosti, které by mohly byt
pro tuto ulohu uZzite¢né, naptiklad barvu, hmotnost, prameér, texturu nebo vini. Pocatec-
ni matematicky model vSak nemusi zahrnovat celou tuto sloZitost. PouZijeme pouze dveé
snadno méritelné veliciny: hmotnost v gramech a prameér v centimetrech.

Kazdy plod tedy budeme reprezentovat usporddanou dvojici

(XI’X2)9

kde
x; = hmotnost a  x, = primér.

Dvojice (155, 7.2) tedy predstavuje plod o hmotnosti 155 g a primeéru 7.2 cm. Nahrazenim
fyzického objektu dvéma ciselnymi méfenimi priradime kazdému plodu bod v kartézské
roviné: prvni souradnice oznacuje hmotnost a druha priimér. Obrazek 1 tuto reprezentaci
ilustruje pro hypotetickou mnoZinu jablek a pomeranci.

Tato transformace méni zptsob, jakym na problém nahliZime. Misto primé otazky, jak roz-
poznat jablko nebo pomeran¢, miZeme poloZit geometrickou otdzku: jak v roviné oddélit
body nalezZejici dvéma tfiddm? Takova zména pohledu ma ve strojovém uceni zdsadni vy-
znam. Obrazy, texty, zvuky a experimentdlni signdly musi byt pfevedeny na numerické
reprezentace, neZ je algoritmus miZe zpracovat. V nasem prikladu ma kazdy objekt pou-
ze dvé soutradnice; v redlnych aplikacich mlZe reprezentace obsahovat stovky, tisice nebo
dokonce miliony sloZek. Princip zlistava stejny: kazdy piiklad je spojen se souborem Cisel
a model hled4 pravidlo, které tuto reprezentaci mapuje na pozadovanou odpoveéd.
Zacneme nejjednodussim dostupnym geometrickym pravidlem a zeptdme se, zda jedind
primka dokaZe dostatecné dobie oddélit body odpovidajici jablklim od bodl odpovidaji-
cich pomeranc¢am.
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1. FYZICKE OBJEKTY 2. CISELNA DATA 3. MATEMATICKA REPREZENTACE
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Obrazek 1: 0d fyzického pozorovani k matematickému modelovani. Kazdy plod je nejprve
popsan dvéma méritelnymi veli¢inami — hmotnosti a primérem — a poté reprezentovan
usporadanou dvojici (x;, x,). Vroviné hmotnost-prameér se kazdé pozorovani stiva bodem,
takze rozliSovani jablek a pomeranct 1ze reinterpretovat jako geometricky problém oddé-
leni dvou t¥id.

3. Pfimka jako klasifikator

Jakmile kaZdy plod zobrazime jako bod v kartézské roviné, stava se klasifikace geometric-
kym problémem: miZe piimka oddélit jablka od pomeranc¢t? Tato otdzka obsahuje zédklad-
ni myslenku dulezité rodiny metod strojového uceni nazyvanych linedrni klasifikdtory.
UvaZujme primku protinajici oblak dat, jak ukazuje Obrazek 2. Pfimka rozdéluje rovinu na
dvé poloroviny. Pokud vétSina bodll odpovidajicich jablklim leZi na jedné strané a vétSina
bodi odpovidajicich pomeran¢im na druhé, miiZe poloha nového plodu vzhledem k piim-
ce slouzit jako klasifika¢ni pravidlo. Po zméreni jeho hmotnosti a primeéru reprezentujeme
plod jako bod a ur¢ime, na které strané pfimky tento bod lezi.

V kartézské roviné (x,,x,) lze pfimku popsat rovnici

WX + WaXs + b =0, (wy,ws) # (0,0).

Vektor (w;, w,) je kolmy k pfimce, a proto urcuje jeji orientaci, zatimco parametr b ovliviiuje
jeji polohu. Tato reprezentace ma malou redundanci: souc¢asné vyndsobeni w;, w, a b stej-
nou nenulovou konstantou dava presné tutéZz primku. Parametry popisujici hranici tedy
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Obréazek 2: Priklad linedrniho klasifikatoru v roviné hmotnost-primér. Pfimka slouZi jako
rozhodovaci hranice: body v jedné poloroviné dostanou jednu tfidu a body v opa¢né polo-
roviné druhou. Rozhodnuti tedy zavisi pouze na tom, na které strané piimky bod lezi.

nejsou jednoznacné. Jejich Ciselnd interpretace zavisi také na méritku proménnych. Proto-
Ze hmotnost métime v gramech a priimér v centimetrech, neméli bychom ¢iselné hodnoty
w, a w, pfimo porovnavat bez zohlednéni odliSnych jednotek.

Samotnd rovnice primky poskytuje jednoduchy zplisob, jak urcit, na které strané hranice
bod lezi. Definujme skdre
S(Xl,Xz) = WX + WpXp + b.

Je-li s(x;,%x,) = 0, bod lezi na pfimce. KdyZ s(x;,x,) > 0, nachazi se v jedné poloroviné;
kdyZ s(x;,x,) < 0, v druhé. Prijmeme-li konvenci, Ze kladné hodnoty odpovidaji jablkim
a zaporné pomeranc¢tm, pravidlo méa tvar

{s(xl,xz) >0 = jablko,

s(x1,X3) <0 = pomeranc.

UvaZujme napriklad hranici danou

1
m, Wy = 2, b = -30.

W1 =
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Pro plod o hmotnosti 160 g a priiméru 7.8 cm,

1—10><160+2x7.8730

=16+15.6-30
=1.6.

n
Il

ProtoZe je skore kladné, bod se nachazi v poloroviné, kterou jsme spojili s jablky. Klasifika-
tor by tedy tomuto plodu priradil Stitek jablka.

Ne kazda volba w;, w, a b vede k dobré klasifikaci. Nékteré pfimky oddéluji obé skupiny
$patné, zatimco jiné vedou k mensimu poctu chyb. Uloha uceni spociva pravé ve vyuzi-
ti pfedem oznacenych prikladd k urc¢eni hodnot parametrd, které zmensuji miru chyby
modelu. Misto pfrimého naprogramovani polohy pfimky chceme, aby algoritmus jeji koefi-
cienty nastavil z dat.

Jedina primka mutZe fungovat dobie, jsou-li tiidy priblizné linedrné separovatelné. SloZzi-
téjsi datové soubory mohou vyZadovat nelinedrni hranici. NeZ se timto omezenim budeme
zabyvat, interpretujeme vytvoreny klasifikator jako zakladni vypocetni jednotku: umély
neuron.

4. Umély neuron

V predchozi ¢asti vyraz

S =WX] + WXy + b
slouzil k uréeni, na které strané primky se plod nachdzi. Tentyz vyraz lze chapat jako prvni
fazi vypoctu provadéného umelym neuronem. Neuron prijima ¢iselné vstupy, kombinuje je
pomoci vah a biasu a poté pouZije matematickou funkci, aby ziskal vystup.

V nasem prikladu jsou vstupy hmotnost x; a primér x,. Kazdy vstup se ndsobi parametrem
nazyvanym vdha; souciny se scitaji s konstantnim ¢lenem b, nazyvanym bias. Obrazek 3
schematicky zndzormnuje tento vypocet.

Vahy urcuji, jak zmény vstupll ovliviiuji skére. Jsou-li x, a vSechny ostatni veli¢iny kon-
stantni, zméni zména Ax, hodnotu s 0 w; Ax;. Analogicky zména Ax, zméni skore o0 w,Ax,.
DileZité je také znaménko: kladnd vaha zplsobi, Ze riist vstupu zvysuje skore, zatimco
zapornd vaha md opacny ucinek. Tuto interpretaci je tfeba pouzivat opatrné, maji-li pro-
ménné rizné jednotky a méritka. Proto se v praktickych implementacich vstupni data pired
tréninkem casto normalizuji nebo standardizuji.

Bias b je konstantni ¢len afinni transformace. Geometricky umoZiiuje posouvat rozhodo-
vaci hranici. Kdyz b = 0, rovnice
WX] + WXy = 0

nuti pfimku prochazet pocatkem soufradnic. Pfitomnost biasu umoziiuje hranici posunout
jinam. Ekvivalentné, kdyZ x; = x, = 0, je skore jednoduSe s = b.

Skére nemusi byt konenym vystupem neuronu. Obecné se na né aplikuje aktivacni funkce
g:

¥ =g(s) =g(w;x) +Wyxy +b).
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Vstupy Vahy Véien%_souéet
+ bias

Hmotnost
X b Aktivaéni funkce Vystup
1 (bias)
Primer ) @\’ g(S)
§—F y=2(s)

(predykcj)a
S =WiX; + WXy + .- neuronu
\ +w,x, + b
(dalsi vstupy)
Kazdy vstup x;
je nésoben svou
vahou w;
N = LS 2! s J o !
e WA WF 74
Neuron pfijima vstupni hodnaty Kazdy vstup je nasoben Souginy se settou a pficte se bias b, Skore s je transformovano aktivaéni funkei g,
(X4, Xg, oy Xp)- pflsluénou vahou. &mz vznikne skore s. ¢imz vznikne vystup y.

[ Neuron provadi: linearni kombinaci (vaZeny soucet + bias), po niz nasleduje nelinearita (aktivacni funkce). 1

Obrdazek 3: Schéma ¢innosti umélého neuronu. Kazdy vstup x; je ndsoben vahou w;; souciny
se seCtou s biasem b a vytvori skdre s. Aktivacni funkce g poté toto skdre transformuje na
vystup y = g(s), ktery 1ze pouZit jako mezivysledek nebo jako kone¢nou predikci.

Vypocet ma tedy dvé faze,
S

W1X] + WXy + b,

y = g(s).

Pro hodnoty parametrl z predchozi ¢asti dostavame s = 1.6. Zvolime-li skokovou funkci

(s) = 1, >0,
=10, s<o.

pak y = g(1.6) = 1. Podle prijaté konvence je plod klasifikovan jako jablko. Pri takové akti-
vaci se rozhodnuti méni, kdyz s prochdzi nulou, takZe hranice tfid je pfesné dana

WiX1 + WoXy + b =0.

Jediny neuron je tedy jednoduchy matematicky objekt s nastavitelnymi parametry. Jeho
skutecny vyznam se projevi pfi spojeni mnoha takovych jednotek. NeZ vSak sit sestavime,
musime pochopit, proc je aktivacni funkce tak dulezita.

5. Pro¢ potfebujeme aktivacni funkci?

Neuron nejprve vypocita skore pomoci afinni transformace a teprve poté pouZzije aktivaéni
funkci. Tento druhy krok je nezbytny, ma-li neuronova sit reprezentovat slozZité zavislosti.
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Abychom vidéli proc, predstavme si sit bez aktivac¢nich funkci. Kazdd jednotka by pak méla
tvar
Yy =wixq + WoXo + b.

Pro jednorozmérnou ilustraci predpokladejme, Ze prvni jednotka urcuje
h=ax+b

a druhd pocita
y =ch +d.

Po dosazeni dostavame
y=c(ax +b) +d = acx + (cb +d),

coZ je stale afinni funkce proménné x. TotéZ plati ve vice rozmérech: sloZeni afinnich trans-
formaci zlstava afinni. Pfiddvani mnoha vrstev bez nelinedrni operace tedy zdsadné ne-
zvySuje reprezentacni schopnost sité; celé sloZeni by bylo moZné nahradit jedinou afinni
transformaci.

Aktivacéni funkce toto omezeni prekondva. Po vypoctu skore s neuron obvykle pouzije ne-
linedrni zobrazeni
h = g(s).

Kdyz spojime nékolik takovych jednotek, vysledné sloZeni uz nelze redukovat na jedinou

vvvvvv

Nejjednodussi aktivaéni funkcei je skokova funkce,

1, s=0,
g(s)={

0, s<0O.

Poskytuje bindrni rozhodnuti a je velmi uzite¢nd pro pochopeni klasifikace. Jeji derivace
je vSak rovna nule pro s # 0 a vs = 0 neexistuje. ProtoZe gradientni uceni vyuziva deriva-
ce k urceni, jak se maji parametry ménit, neni skokova funkce pro takovy mechanismus
tréninku vhodna.

Jednou z alternativ je sigmoidni funkce,

Zobrazuje kaZdé redlné ¢islo na hodnotu striktné mezi 0 a 1. Pro velmi zaporné s se vystup
bliZi 0; pro velmi kladné s se blizi 1; mezi témito krajnimi hodnotami je prechod plynuly.
Sigmoidni funkce je vSude derivovatelnd a plati

o' (s) =a(s)(1—0o(s)).

Protoze jeji hodnoty lezi mezi 0 a 1, Casto se pouZiva ve vystupni vrstvé bindrniho klasifi-
kétoru. V pravdépodobnostnim pojeti 1ze pfi vhodné ztratové funkci vystup interpretovat
jako odhad pravdépodobnosti tiidy oznacené hodnotou 1. Ve skrytych vrstvach vSak mize
sigmoid zphsobovat obtiZe: pro vstupy s velkou absolutni hodnotou se jeho derivace stava
velmi malou, coZ pfispiva k problému mizejictho gradientu v hlubokych sitich.
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BéZneé pouZivanou aktivacni funkci ve skrytych vrstvach je ReLU (Rectified Linear Unit),

ReLU(s) = max(0,s) = {O’ s<0,

s, s=0.

Ackoli se sklada ze dvou linedrnich usek, ReLU neni globalné linearni. Jeji derivace je
rovna 0 pros < 0a 1pros > 0. Vbodé s = 0béZnd derivace neexistuje, proto programové
implementace voli urcitou konvenci pro gradient. Pro kladné vstupy derivace s rastem s
neklesd, coZ pomdaha vyhnout se jednomu z mechanismi saturace sigmoidni funkce.

Obrazek 4 vizualné porovnava tyto tri aktivacni funkce: prudky skok skokové funkce, ply-
nuly prechod sigmoidy a zménu sklonu ReLU.

1. Skokova funkce (step) 2, Sigmoidni funkce (logisticka) ] 3. Funkce ReLU

g(s) g(s) g(s)

|

]
|
]
| 0,5
]
1
]
® > s > s ¥ > s
0 0 0
o =0 1 0, s<0 w
s)= - §) = —— s:max()ys: &
[ iR - 9 = mas0,5) = [ 1<

. PRV .
Vystup: 0 nebo 1. Vystup: hodnoly mezi0 a 1. . Vystup: 0 pro s < 0; vystup roven spro s = 0.
o ® Plynuly a spojity pfechod.

. S
, Rozhodnuti ,ano” (1) nebo ,ne” (0). Jednoducha a vjpogetné efektivni.

® Derivovatelna ve véech bodech.

s & neni deri 5 ® Derivovatelna ve viech bodech kromé s = 0

Nespojita v s = 0; v tomto bodé neni derivovatelna,

av ostatnich bodech ma derivaci rovnou 0. ® Po mnoho let Siroce pouzivana v neuronovych sitich. (existuji jednostranné derivace).

Dnes se pouziva zfidka. ® Maze trpét ,saturaci” pro velmi velké [s| . Y s_oycas_ncsll)ne]oaslejl pouzivana aktivacni funkce

. (veimi malé gradienty). @ jeji varianty).
(= 3
Intuice: Intuice: Intuice:
@ provadi binarni rozhodnuti @ prevadi skére na ,stupefi @ propousti Kladné hodnoty a
pomoci nahlého skoku. jistoty” mezi 0al. nuluje zapome.
(- D\ J
\\/ Shrnuti: Aktivaéni funkce vnasi do neuronu nelinearity

aritu,
Bez ni (nebo jsou-li vechny linearni) se cela sit’ chova jako jediny linearni klasifikator (pfimka).

Obrazek 4: Porovnani t¥i aktivacnich funkeci ¢asto pouZivanych v uvodnich vykladech neu-
ronovych siti. Skokova funkce provadi nahlé rozhodnuti; sigmoida poskytuje plynuly pre-
chod mezi 0 a 1; ReLU nuluje zaporné vstupy a zachovava kladné. Nelinedrni aktivacni
funkce zabranuji redukci posloupnosti vrstev na jedinou afinni transformaci.

vev s

Jejich nejdilezitéjsi vliastnosti jsou shrnuty nize.

Funkce Vystup Derivace Typické pouZiti
Skokova {0, 1} Nula pros # 0; nedefinovand vs = Historické modely a didaktické
0 priklady
Sigmoidni  (0,1) Existuje pro kazdé s Vystupni vrstva v binarni klasifi-
kaci
ReLU [0,0) Opros<Oalpros>0 Skryté vrstvy
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Detaily téchto funkci se 1ii, jejich spole¢nou pojmovou ulohou je vSak zavedeni nelinearity.
Pravé nelinearita umoZnuje malé siti v nasledujici Casti reprezentovat vztahy, které jedind
pfimka zachytit nedokaze.

Ctenartim, ktefi chtéji téma déle prohloubit, nabizi Haykin [5] klasicky vyklad neurono-
vych siti, zatimco Goodfellow, Bengio a Courville [3] diskutuji aktiva¢ni funkce a trénink
hlubokych siti v SirSim kontextu. Volné dostupny text Nielsena [7] je zvlaSté pristupny pri
budovani intuice o neuronech, aktivacich a uceni.

6. Stavba malé neuronové sité

UvaZzujme nyni sit se dvéma vstupy, jednou skrytou vrstvou obsahujici tfi neurony a jednim
vystupnim neuronem. Vstupy zlstavaji nasledujici:

x; = hmotnost, X, = pramer,

a oba jsou privedeny do kazdého skrytého neuronu, jak ukazuje Obrazek 5.

Vstupni vrstva Skryta vrstva Vystupni vrstva
(vstupy) (3 neurony) 1 neuron)
— by

— e
’( #IC. |—— ¥
Predikce
Praimér (napt. jablko nebo pomerant)
V3

<—— by

Hmotnost —
1% c
/
l +«— b, V2
’ h,

—»Spojeni ze vstupu —Ispojeni ze skryté vrs —P. 5
do sJKryte vrstvy do \,Jy,smpm, \,,Zwy vy Bias kazdého neuronu

Obrazek 5: Didakticka architektura 2-3-1 pouzita k zavedeni vypoctl v neuronové siti. Dva
vstupy — hmotnost a primér — napdjeji tfi neurony skryté vrstvy. Jejich aktivace h;, h,, hs
jsou poté kombinovany vystupnim neuronem, ktery vytvari predikci y. KaZdé spojeni ma
nastavitelnou vahu a kazdy neuron ma bias.

Necht jsou vystupy skryté vrstvy h;, h, a h;. Kazdy neuron dostava stejné dva vstupy, ale
ma vlastni vdhy a bias:
hy =g (wpix; + wipxg +by),

hy = g (Wa X + WaoXp + by),
hs = g (W31X] + W3pX + b3) .
9
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Ackoli vSechny tii neurony dostavaji stejnou hmotnost a prameér, mohou davat rizné od-
povédi, protoze jejich parametry jsou odliSné. BEhem tréninku se tyto parametry nastavuji
tak, aby mezilehlé aktivace byly uzZite¢né pro klasifikaci.

Tti veli¢iny h;, h, a h; jsou nasledné preddny vystupnimu neuronu, ktery vypocita
Sout = Vlhl + V2h2 + V3h3 +C
a vytvori
}A’ = Zout (Sout) .
Pro nas binarni problém pouZzivdme sigmoidni vystup:

y:U(V1h1+V2h2+V3h3+C), 0<y<1.

Prifadime-li y = 1 jablku a y = 0 pomeranci, vede prah 0.5 ke klasifika¢nimu rozhodnuti
y = 0.5 = jablko, y < 0.5 = pomeranc.

Hodnoty blizké 1 jsou tedy silné spojeny s jablky, zatimco hodnoty blizké 0 s pomeranci. Jak
jsme jiz uvedli, ¢iselnd interpretace y jako pravdépodobnosti vyZaduje dalSi predpoklady
o modelu a jeho tréninku. Pro zde pouzivané klasifika¢ni pravidlo staci chdpat § jako spojity
vystup sité.
Klicovou vlastnosti této architektury je mezilehla reprezentace

(X] 5 XZ) i (h] s h27 h3) i 5}'

Sit prijima dvé vlastnosti a pfed vytvorenim konecné odpovédi konstruuje tfi nové veli¢iny.
Tyto aktivace nejsou voleny ru¢né: zavisi na vahach a biasech, a proto se béhem tréninku
parametrd méni.

Navzdory malé velikosti ma sit jiZ tfindct nastavitelnych parametrii. Tii skryté neurony
obsahuji

32+1)=9
parametrd a vystupni neuron piidava
3+1=4.
Zatem
9+4=13.

Stejné pocitani je prehledné v maticovém zapisu. Definujme

" Wit W12 X
s W= way W, bt =

W31 W32

by
b, |.
b3
Pak 1ze skrytou vrstvu strucné zapsat jako

h=g(Wh'x+b1)),

10
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kde g plisobi po slozkach. Pro vystup plati
y=0(W*h+b?),

kde
w? = [V] vy V3].

Tento zdpis pfedznamenava strukturu, kterd se objevi v programu v Pythonu. KdyZ plod
pfivedeme na vstup a postupné pocitame aktivace az k y, provadime dopredné sirent (angl.
forward pass). Zustava klicova otdzka: jak automaticky urcit tfindct parametra tak, aby
predikce odpovidaly datim?

7. Jak se neuronova sit uci?

Vahy a biasy nejsou predem znadmy. Musi byt nastaveny pomoci ptikladd, pro které zname
spravnou odpovéd. Tento proces se nazyva trénink a lze jej shrnout cyklem

’predikce ‘ — ’ meérteni chyby‘ — ’ aktualizace parametra ‘ — ’ opakovani |

Uvazujme plod o hmotnosti 140 g a prameéru 7.0 cm, jehoZ spravnou tiidou je pomeranc,
tedy y = 0. Predpokladejme, Ze v urcitém okamZiku tréninku sit dava vystup y = 0.80.
Jednoduchou mirou rozdilu mezi predikci a cilovou hodnotou je kvadraticka chyba

V tomto prikladu

E=-(0-0.80)% = 0.32.

N =

Tento vyraz je ztrdatovou funkct pro jeden priklad. ProtoZe jde o druhou mocninu, platiE > 0
a predikce vzdalenéjsi od cilové hodnoty dostavaji vétsi penalizaci. Faktor 1/2 neméni polo-
hu minima, ale zjednoduSuje derivace. V binarni klasifikaci se ¢asto pouZzivaji jiné ztratové
funkce, zejména kiiZova entropie. Zde pouZivame kvadratickou chybu, protozZe jeji algebra
je prehledna a postacuje k zavedeni optimalizace a zpétného Siteni [2, 3].

Obsahuje-li trénovaci mnoZina N priklad{, jednou z globalnich mér je primérnd ztrata

J= E

i-

z| -
1=

i=

Kazd4 predikce z4visi na vahéch a biasech sité, proto J zavisi také na vSech téchto parame-
trech. Trénink znamend hledani takovych hodnot parametrd, pro které je J malé.

Abychom pochopili mechanismus nastavovani, predstavme si nejprve, Ze vSechny para-
metry kromé jedné vahy w jsou pevné. Ztratu pak mtizeme chépat jako funkci J = J(w).
Obrazek 6 shrnuje zdkladni kroky tréninku, které nyni probereme.

Pro Ctenare s mensi zkuSenosti s diferencidlnim poctem lze derivaci interpretovat jako mi-
ru lokdlni citlivosti: Tika, jak mald zména jednoho parametru ovlivni ztratu. Jeji znaménko

11
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( (1) DOPREDNE SiRENI (forward pass) €  ZPETNE SIRENI (backpropagation)

Chybase §if zpét, aby se vypoSital

Informace prochézi od vstupi k vystupu,
Y viiv kazdsho parametru

aby vznika predikce.
e VYPOCET CHYBY

Skryta vrstva Vystupni vrstva .
@ r)\nwrvnyb y(| np=un7m Poronavame predikci § Grahdl;mv
se spravnou hodnotou y. yby

J

Vstupy

X1

Vahy i biasy
(reguiowane)

= bt 0. pomerans, Hmotnost

2
S= Predikee |
X2
g 52
Primér E= 2 (6] Primér

@ s primavstupy (x, ). Vypoiitéme derivace chyby vzhledem ke kazdé
i SR O s
@ 'cxpneson ot s po ]
iasi a akfivatni funkee gf).

Tylodevwaceukazup kterym smérem |
| o Vstupni neuron vytvai predikci . ma byt kazdy parametr upraven. |
A\ 4 N\ ~ 4

T (6] AKTUALIZACE PARAMETRU | ) ____________
@ OPAKOVAT o R i [
Kazdévéha wa biasb se upravive sméru, Kiery snizuje chybu | —— Spoenizovetupudosiayts vty !
|
|
rim |
) = OE i i
?&“S“’&‘%T%&n”ﬁﬁmz‘wmm \ pratio kiskae 6novo = Oantigo — 7 36 | Spoen zeskyevrsny o visupnivsty |
T |
I
|
L X 1 oo o ek s e '
b - " ! i
sausto chost pagent o
M ER oy V80 maniunce 1
i
\

L D)

Hiavni mySlenka: sit zkousi, méfi chybu, upravuie parametry a Zkousi znovu.
mnoha pokusech se nauci vyvaret stale lepsi predikce.

Obrazek 6: Zakladni cyklus tréninku neuronové sité. Dopfedné Sifeni pfevadi vstupy na
predikci; ztratova funkce méri rozdil mezi predikei a cilovou hodnotou; zpétné Siteni poci-
td gradienty pomoci fetézového pravidla; a gradientni sestup tyto gradienty pouziva k ak-
tualizaci vah a biasti. Opakovani tohoto cyklu po mnoho epoch nazyvdme ucenim.

ukazuje smér, ve kterém funkce lokalné roste nebo klesd, a absolutni hodnota méri silu této
lokalni zmény.
Derivace

al

ow
urcuje lokalni sklon. Je-li kladnd, maly rist w obvykle zpiisobi rist J, proto je tfeba vahu po-
sunout opacnym smérem. Je-li zapornd, zvétSeni w lokalné sniZuje J. Oba pfipady popisuje
rovnice

aJ
Whnew = Wold — n%’

kterd vyjadruje zakladni myslenku gradientniho sestupu. Kladné ¢islo 7 je rychlost ucent;
fidi délku kroku. Velmi mald hodnota miiZe trénink zpomalit, zatimco prili§ velkd mizZe
vést k oscilacim nebo nestabilité.

Pro sit s mnoha parametry necht ¢ oznacuje libovolnou vahu nebo bias. Aktualizace ma
tvar a1

Onew = old — T’ﬁ'
Soubor vsech parcidlnich derivaci tvori gradient ztratové funkce. Geometricky gradient
ukazuje smér nejrychlejsiho lokalniho ristu, takZe jeho opacny smeér urcuje lokalni smér
poklesu.

12
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Zbyva tyto derivace vypocitat, kdyzZ je sit sloZenim mnoha funkci. Pfi dopfedném Sifeni
informace prochazi jako

vstupy — skryta vrstva — vystup.

vvvvvv

s vrw

fetézec z4vislosti v opatném sméru. Tento postup se nazyva zpétné sireni (angl. backpro-
pagation).Jde v podstaté o systematické a efektivni pouziti fetézového pravidla. Rumelhart,
Hinton a Williams [8] predstavuji klasicky zdroj k rozSifeni tohoto postupu v sitich se skry-
tymi vrstvami; Nielsen [7] nabizi podrobné a zvlasté didaktické odvozeni.

Pro jednoduchy fetézec zavislosti, v némz E zavisi na y, tato veli¢ina zavisi na aktivaci h
a h zase na vaze w, dava retézoveé pravidlo

9E _ 0B 05 oh
dw ~ 3y dh dw’

Kazdy faktor popisuje jednu fazi vlivu w na kone¢nou ztratu. Vétsi sité obsahuji mnoho ta-

kovych retézcl a zpétné Sifeni organizuje vypocty tak, aby bylo mozné mezilehlé derivace

znovu pouZit namisto jejich samostatného vypoctu pro kazdy parametr.

V praxi trénink vyuzivd mnoho prikladd. Jeden uplny prichod trénovaci mnozinou se na-
zyvda epocha. Parametry lze aktualizovat po kazdém prikladu, jako v didaktickém programu
pouzitém ddle v ¢lanku, nebo po malych skupinadch ptrikladl nazyvanych mini-batche, coz
je typické pro vétsi sité. V obou piipadech se cyklus predikce, ztraty, gradientl a aktualizaci
opakuje po mnoho epoch.

Konkrétnim zptsobem vizualizace tohoto vyvoje je sledovat predikci pro jeden pevny pii-
klad v riznych fazich tréninku. Uvazujme znovu plod o hmotnosti 140 g a priiméru 7.0 cm,
jehoZ spravnou tiidou je pomeranc. Tabulka 1 ukazuje hypoteticky pribéh. Tyto hodnoty
nepochazeji z konkrétniho béhu programu; slouzi pouze k ilustraci mechanismu.

Tabulka 1: Hypoteticky vyvoj predikce sité pro tentyZ plod béhem tréninku. Opakované
aktualizace parametr mohou posunout zpocatku chybny vystup smérem ke klasifikaci
odpovidajici cilovému Stitku.

Epocha Predikcey ZtrataE Klasifikace

1 0.86 0.37 Jablko

5 0.71 0.25 Jablko
10 0.55 0.15 Jablko
20 0.31 0.05 Pomeranc¢
40 0.09 0.004 Pomeran¢

Na zacatku je vystup blizko 1 a plod je chybné klasifikovan jako jablko. Jak se parametry
nastavuji, predikce klesa a nakonec prekroci prah 0.5, coZ vede ke spravné tfidé. BEhem
tohoto procesu se méni ¢iselné hodnoty vah a biasii; architektura sité zlistadva nezménéna.

SniZeni ztrdty na trénovacich datech neni konecnym cilem. UZitecna sit by méla dobfe pre-
dikovat také priklady, které nebyly pouzity k nastaveni parametrt. Tato schopnost se nazy-
va generalizace. KdyZ se model prili§ ptizplsobi zvlaStnostem trénovaci mnoziny a na no-
vych datech funguje hlite, mluvime o preucent (angl. overfitting). Pfi peclivéjsim hodnoceni
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se data obvykle déli na trénovaci, validacni a testovaci mnoZinu: prvni slouzi k nastaveni
parametri, druhd podporuje volby pri vyvoji modelu a tfeti se ponechdva pro zavérecné
hodnoceni. Sirsi diskusi generalizace a hodnoceni model l1ze nalézt u Faceliho a kol. [2]
a u Goodfellowa, Bengia a Courvilla [3].

Dosli jsme tedy k matematickému vyznamu uceni v neuronové siti. V tomto kontextu zna-
mend uceni nastavovani parametrt sloZené funkce tak, aby se sniZovala mira chyby na da-
tech a v idealnim pripadé aby model generalizoval na nové priklady. Sit vytvori predikci,
vypocita ztratu, pomoci derivaci urci vliv parametra na tuto ztratu a provede posloupnost
malych uprav.

8. 0d matematiky k Pythonu

Nyni pfechazime od rovnic ke spustitelnému programu. Cilem neni pouZit specializovanou
knihovnu neuronovych siti, ale pfimo pomoci NumPy implementovat matematické opera-
ce rozvijené v celém c¢lanku [4]. Diky tomu miZeme Fadek po Fadku vidét, jak se v kédu
objevuji linedrni kombinace, aktivacni funkce, vypocet ztraty, zpétné Sifeni a gradientni
sestup.

V presvédcCivéjSim zavérecném prikladu pouZivdme synteticky datovy soubor rozprostre-
ny ve vétsi oblasti roviny hmotnost-primér. Stale pracujeme pouze se dvéma fyzikalnimi
vlastnostmi — hmotnosti v gramech a primérem v centimetrech — tentokrat v§ak rozmis-
time 64 trénovacich prikladl po rozsahlé oblasti roviny a dalSich osm ptiklad vyhradi-
me pro ilustracni test. Data zlstavaji synteticka a lezi v realistickych rozsazich pro jablka
a pomerance. Byla vytvofena tak, aby vedla k nelinedrni rozhodovaci hranici, aniz by byly
vSechny body soustfedény do nékolika piili§ umélych shlukd.

Geometricka myslenka je jednoduchd. V roviné hmotnost-primeér definujeme referenc¢ni
krivku, jablka umistime do dvou péasti nad touto kiivkou a pomerance do dvou pasd pod
ni. Khmotnosti a praméru priddme malé deterministické perturbace, takZe pozorovani za-
biraji $ir$i oblast. Vysledny piiklad je bohatsi nez predchozi ilustrace: obsahuje vice bodd,
data jsou rozloZena po celé oblasti a vhodna rozhodovaci hranice je zretelné zakrivenéjsi
neZ primka.

V tomto zavéreCném vypocetnim experimentu zvétSime skrytou vrstvu na dvandct neuro-
nd ReLU. Pojmova struktura analyzovand v piedchozich ¢astech se tim neméni; pouze se
sité se tfemi neurony mame nyni 49 nastavitelnych parametr@: 24 vah a 12 biasli v prvni
vrstve, poté 12 vah a jeden bias ve vystupni vrstvé. Rovnice maji pfesné stejny tvar; veétsi
jsou pouze vektory a matice.

Uplny program je uveden niZe.
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib.lines import Line2D

def relu(s):
return np.maximum(0, s)

def relu derivative(s):
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return (s > 0).astype(float)

sigmoid(s):
return 1 / (1 + np.exp(-s))

base boundary(m):
return 6.68 + 0.74*np.exp(-((m-155)/20)**2) \
+ 1.50/(1 + np.exp(-(m-202)/5))

build data():

masses 1 = np.linspace(118, 212, 16)

masses 2 = masses 1 + np.array([

1.2,-1.1,0.8,-1.3,1.0,-0.8,1.
.3,-0.

1,-1.0,
1 9,0.9,-1.2,1.0,-1.0,0.8,-0.7

1)
k = np.arange(16)

al = np.column stack([
masses 1,
base boundary(masses 1) + 0.22 + 0.05*np.sin(0.8%k)

= np.column_stack([
masses 2,
base boundary(masses 2) + 0.58 + 0.06*np.cos(0.45*k)

= np.column_stack([
masses 1,
base boundary(masses 1) (0.22 + 0.04*np.cos(0.7*k))

= np.column_stack([
masses 2,
base boundary(masses 2) (0.55 + 0.05*np.sin(0.5%k))

X train = np.vstack([al, a2, ol, 02])
y train np.array([1.0]*32 + [0.0]*32)

X test = np.array([
[121.0, 7.20], [135.0, 7.45],
[152.0, 7.75], [171.0, 7.32],
[121.0, 6.28], [152.0, 6.86],
[189.0, 6.48], [208.0, 7.55]
1)
y test = np.array([1,1,1,1,0,0,0,0], dtype=float)

return X train, y train, X test, y test

predict(X, mean, std, W1, bl, W2, b2):
Xn = (X - mean) / std
outputs = []
for x in Xn:
h = relu(Wl @ x + bl)
y hat = sigmoid(W2 @ h + b2)
outputs.append(y hat)
return np.array(outputs)
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X train, y train, X test, y test = build data()

mean = X train.mean(axis=0)
std = X train.std(axis=0)
Xn = (X train - mean) / std

rng = np.random.default rng(42)

0.1 * rng.standard normal( (12, 2))
np.zeros(12)

0.1 * rng.standard normal(12)

0.0

eta = 0.05

n_epochs = 6000

history = []

for epoch in range(n_epochs):
for i in rng.permutation(len(Xn)):
x = Xn[1i]
target = y train[i]

z1 =Wl @Xx + bl
= relu(zl)
z2 =W2 @ h + b2
y hat = sigmoid(z2)

delta2 = (y hat - target) * y hat * (1 - y hat)

dw2 = delta2 * h

db2 = delta2

deltal = (delta2 * W2) * relu derivative(zl)
np.outer(deltal, x)

eta dwl
eta dbl
eta dw2
eta db2

errors = []
for x, target in zip(Xn, y train):
h = relu(Wl @ x + bl)
y hat = sigmoid(W2 @ h + b2)
errors.append(0.5 * (target - y hat)**2)
history.append(np.mean(errors))

make figure():

masses = np.linspace(116, 214, 500)

diameters = np.linspace(6.0, 8.85, 500)

M, D = np.meshgrid(masses, diameters)

grid = np.column stack([M.ravel(), D.ravel()])

P = predict(grid, mean, std, W1, bl, W2, b2).reshape(M.shape)

fig, ax = plt.subplots(figsize=(9.2, 6.3))

ax.contourf(
M, D, P,
levels=[0.0, 0.25, 0.50, 0.75, 1.0],
colors=["#f3e0cb", "#ecd5c4", "#dbe7cf", "#cde3bf"],
alpha=0.95
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)
ax.contour(M, D, P, levels=[0.5],
colors=["#5alaB8a"], linewidths=2.2)

mask = y train == 1.0

ax.scatter(X train[mask,0], X train[mask,1], marker="o",
s=48, facecolors="white", edgecolors="black",
linewidths=1.1, label="Jablko - trénink")

mask = y train == 0.0

ax.scatter(X train[mask,0], X train[mask,1], marker="s",
s=48, facecolors="white", edgecolors="black",
linewidths=1.1, label="c¢Pomeran - trénink")

mask = y test == 1.0

ax.scatter(X test[mask,0], X test[mask,1], marker=""",
s=92, color="#1f77b4", label="Jablko - test")

mask = y test == 0.0

ax.scatter(X test[mask,0], X test[mask,1], marker="x",
s=110, color="#ff7f0e", linewidths=2.0,
label="c¢Pomeran - test")

ax.set xlabel("Hmotnost (g)")

T4

ax.set ylabel("UéPrmr (cm)")
ax.set title("Vystup neuronové ésit po tréninku")

handles = [

Line2D([0],[0], marker='o', markersize=9,
markerfacecolor="'white', markeredgecolor='black',
linestyle='None', label='Jablko - trénink'),

Line2D([0],[0], marker='s', markersize=9,
markerfacecolor="'white', markeredgecolor='black',
linestyle='None', label='cPomeran - trénink'),

Line2D([0],[0], marker='""', markersize=9, color='#1f77b4"',
linestyle='None', label='Jablko - test'),

Line2D([0],[0], marker='x"', markersize=10, color='#ff7f0e',
linestyle='None', label='cPomeran - test'),

Line2D([0],[0], color='#5alaB8a', lw=2.2,
label='Rozhodovaci hranice neuronové ésit')

1
ax.legend(handles=handles, loc='center left',
bbox to anchor=(1.02, 0.5), frameon=True)

fig.tight layout()
plt.show()

Ackoli je kod delsi neZ prvni rovnice analyzované v ¢lanku, jeho struktura zistava prehled-
nd. Funkce build data() automaticky generuje 64 trénovacich prikladd a osm ilustrac-
nich testovacich prikladd. Poté obé proménné standardizujeme podle vztahu

< = X T H

J o'j

kde y; a ¢; jsou pocitany vyhradné z trénovaci mnoZziny. Tim se zabrani vlivu testovaci mno-
Ziny na nastaveni parametra a soucasné se hmotnost a prumeér prevedou na srovnatelné
Ciselné skaly.

v

Dopredné Siteni se ve své podstaté neméni. Jedinym rozdilem je, Ze prvni vrstva nyni vy-
tvari vektor dvandcti skrytych aktivaci. V maticovém zapisu plati

2D =W x+b1,  h=ReLU@z"),
17
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2@ =WPh+b?,  §=00?).

Tyto Ctyri radky stdle obsahuji matematické jadro algoritmu. Trénink rovnéz zachovava
dfive zavedenou logiku: vypocitat predikci, zmérit jeji chybu, pomoci derivaci §ifit infor-
maci o citlivosti zpét a aktualizovat parametry malymi kroky gradientniho sestupu.

V kodu se zpétné Sifeni ve vystupni vrstvé objevuje v prikazu
delta2 = (y hat - target) * y hat * (1 - y hat)
a Sifeni do skryté vrstvy v prikazu

deltal = (delta2 * W2) * relu derivative(zl)

po némz nasleduje aktualizace vSech vah a biasl. ProtoZe se piiklady v kazdé epoSe pro-
michdvaji a parametry se aktualizuji po kaZdém pozorovani, je tato implementace elemen-
tarni formou stochastického gradientniho sestupu.

Pro zde pouzité semeno generatoru ndhodnych ¢isel a hyperparametry je kone¢nd pra-
meérnd ztrata fadu 107 aZ 10* a vSech 64 trénovacich prikladi spolu s osmi ilustraénimi
testovacimi ptiklady dostane ocekavanou klasifikaci. To nelze interpretovat jako rigorézni
statistické hodnoceni kvality: data jsou synteticka a byla vytvofena pro didaktické ucely.
Jejich ulohou je v méné trividlnim prostredi ukazat, jak se mala neuronova sit mtiZe naucit
zfeteln€ nelinearni rozhodovaci hranici.

Obrazek 7 ukazuje kone¢ny vysledek programu v roviné hmotnost-priimeér. Jsou zobrazeny
vSechny trénovaci body. Zvyraznéna krivka je vrstevnice y = 0.5 a pfedstavuje rozhodovacit
hranici naucenou siti; stinované oblasti oznacuji dvé predikované tfidy. KruZnice oznacuji
trénovaci jablka, ¢tverce trénovaci pomerance, trojuhelniky testovaci jablka a kiizky tes-
tovaci pomerance. Legenda je umisténa mimo hlavni oblast grafu, aby nezakryvala Zadny
datovy bod.

18
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Vystup neuronové sité po tréninku

8.5 1

Jablko — trénink

Pomerané¢ — trénink

Pramér (cm)

> 00

Jablko — test

Pomerané — test

Rozhodovaci hranice neuronové sité

6.0 T T T
120 140 160 180 200

Hmotnost (g)

Obrazek 7: Vysledek programu v Pythonu po tréninku neuronové sité. Synteticky datovy
soubor obsahuje 64 trénovacich piikladd rozmisténych v Siroké oblasti roviny hmotnost—
primeér a osm dal$ich priklad® urc¢enych k ilustracnimu testu. Zvyraznéna kiivka je vrstev-
nice ¥ = 0.5 a predstavuje naucenou rozhodovaci hranici; stinované oblasti ukazuji tfidy
predikované siti. KruZnice oznacuji trénovaci jablka, ¢tverce trénovaci pomerance, troju-

~rv

helniky testovaci jablka a kfizky testovaci pomerance.

Zacali jsme piimkou oddélujici dvé jednoduché skupiny bodd a skoncili bohat$im vypocet-
nim piikladem, v némz zakiivend hranice vznika automatickym nastavovanim parametrt
sité. Do matematiky nebylo pridano nic tajemného: implementace pouze organizuje a opa-
kuje, ve vétsSim méritku a vysokou rychlosti, afinni kombinace, aktiva¢ni funkce, derivace,
maticové souciny a aktualizace metodou gradientniho sestupu [3, 7].

Veskeré vypocetni materidly souvisejici s timto ¢lankem — vcetné kodu a spustitelného
notebooku Google Colab — jsou dostupné na adrese https://neuralmath.org, ktera slouzi
jako jednotny pristupovy bod pro ¢tendre, ktefi chtéji priklady analyzovat, reprodukovat
nebo upravovat.

Prohlaseni o vyuziti AI. Autor pouzival ChatGPT, vyvinuty spole¢nosti OpenAl, jako na-
stroj podporujici redakci textu, jazykovou korekturu, organizaci vykladu a tvorbu didak-
tickych ilustraci. Autor nese plnou odpovédnost za kone¢ny obsah préce, véetné koncepce
a zpracovani matematického materialu, kédu a pouzitych zdroja.
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