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ভূমিকা

এই লেখাটি একটি সহজ ধারণা থেকে জন্মেছে: একটি ছোট নিউরাল নেটওয়ার্কে র ভেতরে ঘটে চলা গাণিতিক
ক্রিয়াগুলোকে দৃশ্যমান করা। অনেক পরিচিতিমূলক উপস্থাপনায় নিউরাল নেটওয়ার্ক  শক্তিশালী কিন্তু অস্বচ্ছ
একটি হাতিয়ার হিসেবে দেখা দেয়। পাঠক একটি লাইব্রেরি ডাকা, প্রশিক্ষণ চালানো এবং loss curve দেখা
শিখে, কিন্তু ডেটাকে সিদ্ধান্তে রূপান্তর করা ক্রিয়ার ধারাটি সব সময় দেখতে পায় না। এখানে আমরা উল্টো
পথ নিই। একটি প্রাথমিক জ্যামিতিক সমস্যা দিয়ে শুরু করি, একটি linear classifier-কে কৃ ত্রিম নিউরন
হিসেবে ব্যাখ্যা করি, activation function পরিচয় করাই, নিউরনগুলোকে একটি ছোট নেটওয়ার্কে  যুক্ত
করি এবং ধাপে ধাপে gradient, gradient descent ও backpropagation-এ পৌঁ ছাই।

এই লেখা এমন পাঠকদের জন্য, যাদের calculus ও statistics-এ তু লনামূলকভাবে সীমিত প্রস্তুতি রয়েছে:
শিক্ষার্থী, শিক্ষক এবং স্বশিক্ষিত পাঠক। উদ্দেশ্য এতটা সরল করা নয় যে গণিতটাই হারিয়ে যায়; বরং
এমনভাবে উপস্থাপন করা যাতে প্রতিটি নতু ন ধারণা পরিচিত কিছু র ওপর দাঁ ড়ায়: সমতলে একটি বিন্দু, একটি
সরলরেখা, function composition, derivative এবং chain rule। Python ও NumPy কোড
তখন এই নির্মাণের স্বাভাবিক ফল হিসেবে আসে; সমীকরণ ও algorithm একই বস্তুর দুটি বর্ণনা। তাই
পাশে notebook খোলা রেখে প্রতিটি ধাপ চালিয়ে ও পরিবর্ত ন করে পড়াই সর্বোত্তম।

এই লেখা ২৬টি ভাষায় উপলভ্য NeuralMath সংগ্রহের অংশ। প্রতিটি সংস্করণ একই সমীকরণ, চিত্র,
সংখ্যাগত উদাহরণ এবং section numbering বজায় রাখে, যাতে ভিন্ন ভাষার পাঠকেরা একসঙ্গে পড়তে
পারেন। গণিত ও computing শেখার একটি গুরুত্বপূর্ণ বাধা শুধু  ধারণাগত নয়, ভাষাগতও; এবং প্রত্যেক
পাঠকের নিজের ভাষায় একটি প্রবেশদ্বার পাওয়া উচিত।

আমার লক্ষ্য হলো পাঠক যেন যাত্রা শেষে একটি নিউরাল নেটওয়ার্ক কে কম রহস্যময়ভাবে দেখতে পারে।
আধু নিক neural system-গুলো সহজ—এমন ভান করার প্রয়োজন নেই। যথেষ্ট হলো দেখানো যে
আজকের প্রয়োগের বিশালতা ও জটিলতার নিচেও এমন গাণিতিক ধারণা কাজ করে, যেগুলো পরীক্ষা, নির্ণয়,
বাস্তবায়ন ও বোঝা যায়।
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এই সংস্করণ সম্পর্কে

এটি NeuralMath সংগ্রহের বাংলা সংস্করণ, পর্তু গিজ মূলের অনুবাদ।
FILL IN: how the translations were produced. পর্তু গিজ
লেখাই রেফারেন্স সংস্করণ; কোনও অমিল হলে সেটিই প্রাধান্য পাবে।

এই অনুবাদটি এখনও কোনও মাতৃভাষী পর্যালোচনা করেননি।
সংশোধন স্বাগত
https://github.com/americocunhajr/NeuralMath/issues-
এ।

পাশে notebook খোলা রেখে পড়ু ন: লেখার প্রতিটি section এমন এক
টু করো কোডের সঙ্গে মেলে যা চালানো ও পরিবর্ত ন করা যায়। এই
সংস্করণের notebook Google Colab-এ খুলতে QR কোড স্ক্যান
করুন। অন্য ২৫টি ভাষার সংস্করণ শেষ পৃষ্ঠায় তালিকাভু ক্ত আছে।

Google Colab · BN
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িনউরাল েনটওয়ােকর্র গািণিতক গঠন
Americo Cunha Jr

সারসংেক্ষপ
একিট সরল েশ্রিণিবন্যাস সমস্যােক েকন্দ্র কের আমরা কৃিত্রম িনউরাল েনটওয়ােকর্র একিট গািণিতক পিরচয় উপ⎺াপন কির। একিট ৈরিখক
েশ্রিণিবন্যাসকারী স্বাভািবকভােবই কৃিত্রম িনউরেনর ধারণায় িনেয় যায়; এরপর আমরা ওজন, বায়াস, সিক্রয়করণ ফাংশন এবং কেয়কিট
িনউরনেক য⌈ু কের একিট েছাট েনটওয়াকর্ গঠেনর িবষয় আেলাচনা কির। প্রিশক্ষণেক ব্যাখ্যা করা হয় লস ফাংশন, অবকলজ, েগ্রিডেয়⍛
িডেস⍛ এবং ব্যাকেপ্রাপােগশেনর মাধ্যেম। েশেষ মেডলিট সরাসির Python-এ বা⎶বায়ন করা হয়, যােত সমীকরণ ও অ্যালগিরদেমর স⎅কর্
⎼⎨ থােক। উে⍏শ্য হেলা েদখােনা েয িবে⎥ষণাৎমক জ্যািমিত, ৈরিখক বীজগিণত এবং ক্যালকুলােসর পিরিচত ধারণাগুেলা িনউরাল েনটওয়ােকর্র
েমৗিলক কাযর্প্রণালী েবাঝার জন্য একিট সহজলভ্য িভিৎত েদয়।
মলূ শব্দ: কৃিত্রম িনউরাল েনটওয়াকর্; েমিশন লািনর্ং; গিণত িশক্ষা; ব্যাকেপ্রাপােগশন; Python.

1. একিট কি⎅উটার কখন িশখেত পাের?

ৈদনি⍦ন জীবেন আমরা প্রায় অজাে⍡ই েশ্রিণিবন্যােসর িস⍒া⍡ িনই। েকােনা ফল েদেখ দ্রুত বেুঝ েফিল েসিট আেপল নািক কমলা; েফােন বাতর্া
এেল ৈবধ কেথাপকথন ও অনাকাি⌠ত িব⌱াপন আলাদা কির; িচিকৎসািবষয়ক িবে⎥ষেণ একািধক পিরমাপ একত্র কের িস⍒াে⍡ সহায়তা েনওয়া
হয়; আর আিথর্ক প্রিত⎪ােন ঋণ েদওয়ার আেগ িবিভ⍬ ধরেনর তথ্য মলূ্যায়ন করা হয়। এসব েক্ষেত্রই একিট উৎতর েপেত একািধক ৈবিশষ্ট্যেক
একসে⌣ িবেবচনা করা হয়।
অেনক প্রচিলত কি⎅উটার েপ্রাগ্রােম এই িস⍒া⍡ ৈতিরর িনয়মগুেলা েপ্রাগ্রামার ⎼⎨ভােব িলেখ েদন। িনয়ম জানা থাকেল এবং পির⎦ারভােব
প্রকাশ করা েগেল এই প⍒িত ভােলা কাজ কের। িক⏴ েডটা খবু ৈবিচত্র্যময় হেল, অথবা ভােলা িস⍒াে⍡র জন্য প্রেয়াজনীয় সব শতর্ আেগ েথেক
িনিদর্⎨ করা কিঠন হেল, প⍒িতিট সীমাব⍒ হেয় পেড।় তখন স্বাভািবক একিট প্র⎣ উেঠ আেস:

আমরা িক এমন একিট েপ্রাগ্রাম ৈতির করেত পাির, যা িস⍒াে⍡র িনয়ম আেগ েথেক না েপেয় উদাহরণ েথেক িনেজই েসই িনয়ম িশখেব?

এিট েমিশন লািনর্ং-এর েকন্দ্রীয় ধারণাগুেলার একিট। েমিশন লািনর্ং হেলা কৃিত্রম বিু⍒মৎতার েসই েক্ষত্র েযখােন েডটা েথেক মেডেলর প্যারািমটার
িনধর্ারেণর প⍒িত অধ্যয়ন করা হয় [2, 3]। সপুারভাইজড লািনর্ং সমস্যায় অ্যালগিরদমেক সিঠক উৎতরসহ উদাহরণ েদওয়া হয়, এবং লক্ষ্য
থােক এমন একিট মেডল পাওয়া যা প্রিশক্ষেণ না েদখা উদাহরেণও কাযর্কর পবূর্ানমুান িদেত পাের। এই উে⍏েশ্য ৈতির বহু মেডেলর মেধ্য
কৃিত্রম িনউরাল েনটওয়াকর্ ছিব শনা⌈করণ, ভাষা প্রিক্রয়াকরণ, সংেকত িবে⎥ষণ এবং টাইম িসিরজ পবূর্ানমুােনর মেতা কােজ িবেশষ গুরুত্ব
েপেয়েছ [6]।
গিণত, গণনা এবং িবদ্যালয় িশক্ষার মেধ্য েসতু িহেসেব িনউরাল েনটওয়ােকর্র ব্যবহার িনেয় Professor de Matemática Online-এ
Batista এবং Martins [1] ইিতমেধ্য আেলাচনা কেরেছন। তাঁরা িশক্ষকিশক্ষা, Python এবং অ⌞ শনা⌈করণেক য⌈ু কের একিট কাযর্ক্রম
উপ⎺াপন কেরন। বতর্মান প্রব⍩িট একিট পিরপরূক পথ অনসুরণ কের। আমােদর মলূ লক্ষ্য একিট েছাট িনউরাল েনটওয়ােকর্র অভ্য⍡রীণ
গািণিতক কাঠােমা ⎼⎨ করা: িবে⎥ষণাৎমক জ্যািমিত েথেক শুরু কের ধােপ ধােপ েগ্রিডেয়⍛ গণনা এবং ব্যাকেপ্রাপােগশেনর সরাসির বা⎶বায়ন
পযর্⍡ েপৗঁছােনা।
আধিুনক প্রেয়ােগর জিটলতা সেৎত্বও, িনউরাল েনটওয়ােকর্র গািণিতক মলূ তলুনামলূকভােব পিরিচত ধারণার সাহােয্য েবাঝােনা যায়। েমৗিলকভা-
েব, িনউরাল েনটওয়াকর্ হেলা কেয়কিট ফাংশেনর সমন্বয়, যার প্যারািমটার েডটা েথেক সমন্বয় করা হয়। আমরা একিট সরল জ্যািমিতক সমস্যা
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িদেয় শুরু করব, একিট িবভাজক সরলেরখােক কৃিত্রম িনউরন িহেসেব পনুবর্্যাখ্যা করব, কেয়কিট িনউরন সংয⌈ু করব, সিক্রয়করণ ফাংশেনর
ভিূমকা বঝুব এবং েদখব কীভােব অবকলজ ব্যবহার কের েনটওয়ােকর্র প্যারািমটার স্বয়ংিক্রয়ভােব সমন্বয় করা যায়। েশেষ Python-এ একিট
স⎅ূণর্ েছাট উদাহরণ বা⎶বায়ন করব, যােত সমীকরণ ও েকােডর মেধ্য সরাসির স⎅কর্ বজায় থােক।

2. সমস্যািটর গািণিতক উপ⎺াপন

িনউরাল েনটওয়াকর্ কীভােব কাজ কের তা েবাঝার জন্য আমরা ই〈াকৃতভােব একিট সহজ সমস্যা িদেয় শুরু কির: আেপল ও কমলা আলাদা করা।
েকােনা ফেল রং, ভর, ব্যাস, গঠন এবং গে⍩র মেতা বহু ৈবিশষ্ট্য থাকেত পাের, েযগুেলা এই কােজ সহায়ক হেত পাের। িক⏴ প্রাথিমক গািণিতক
মেডেল সব জিটলতা অ⍡ভুর্⌈ করার প্রেয়াজন েনই। আমরা েকবল দুিট সহেজ পিরমাপেযাগ্য রািশ ব্যবহার করব: গ্রােম ভর এবং েসি⍛িমটাের
ব্যাস।
অতএব প্রিতিট ফলেক একিট সশু⌢ৃল যগুল দ্বারা উপ⎺াপন করা হেব

(𝑥1, 𝑥2),

েযখােন
𝑥1 = ভর এবং 𝑥2 = ব্যাস.

তাই (155, 7.2) যগুলিট এমন একিট ফলেক েবাঝায় যার ভর 155 g এবং ব্যাস 7.2 cm। েভৗত ব␏িটেক দুিট সংখ্যাগত পিরমােপ রূপা⍡র
করেল প্রিতিট ফল কােতর্সীয় সমতেলর একিট িব⍦ুর সে⌣ য⌈ু হয়: প্রথম ⎺ানা⌞ তার ভর এবং িদ্বতীয়িট তার ব্যাস িনেদর্শ কের। িচত্র 1-এ
আেপল ও কমলার একিট কা⎛িনক েসেটর জন্য এই উপ⎺াপন েদখােনা হেয়েছ।

িচত্র 1: েভৗত পযর্েবক্ষণ েথেক গািণিতক মেডিলং। প্রিতিট ফলেক প্রথেম দুিট পিরমাপেযাগ্য রািশ --- ভর ও ব্যাস --- িদেয় বণর্না করা হয়
এবং পের সশু⌢ৃল যগুল (𝑥1, 𝑥2) দ্বারা উপ⎺াপন করা হয়। ভর--ব্যাস সমতেল প্রিতিট পযর্েবক্ষণ একিট িব⍦ুেত পিরণত হয়; ফেল আেপল
ও কমলা আলাদা করার কাজিট দুই েশ্রিণেক পথৃক করার একিট জ্যািমিতক সমস্যা িহেসেব েদখা যায়।
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এই রূপা⍡র সমস্যািটেক েদখার প⍒িতই বদেল েদয়। সরাসির “কীভােব আেপল বা কমলা িচনব” প্র⎣িটর বদেল আমরা একিট জ্যািমিতক প্র⎣
কির: সমতেল দুই েশ্রিণর িব⍦ুগুেলােক কীভােব আলাদা করা যায়? েমিশন লািনর্ংেয় এই দিৃ⎨ভি⌣র পিরবতর্ন অত্য⍡ গুরুত্বপণূর্। ছিব, েলখা,
শব্দ এবং পরীক্ষণমলূক সংেকত — সবিকছেুকই অ্যালগিরদেম েদওয়ার আেগ সংখ্যাগত উপ⎺াপেন রূপা⍡র করেত হয়। আমােদর উদাহরেণ
প্রিতিট ব␏র মাত্র দুিট ⎺ানা⌞ আেছ; বা⎶ব প্রেয়ােগ একিট উপ⎺াপেন শত, সহস্র বা এমনিক লক্ষািধক উপাদান থাকেত পাের। নীিতিট একই:
প্রিতিট উদাহরণেক িকছ ু সংখ্যার সে⌣ য⌈ু করা হয় এবং মেডল এমন একিট িনয়ম েখাঁেজ যা েসই উপ⎺াপনেক কাি⌠ত উৎতের রূপা⍡র কের।
আমরা সবেচেয় সহজ জ্যািমিতক িনয়ম িদেয় শুরু কির এবং প্র⎣ কির: একিট মাত্র সরলেরখা িক আেপেলর িব⍦ুগুেলােক কমলার িব⍦ু েথেক
যেথ⎨ ভােলাভােব আলাদা করেত পাের?

3. েশ্রিণিবন্যাসকারী িহেসেব একিট সরলেরখা

প্রিতিট ফলেক কােতর্সীয় সমতেল একিট িব⍦ু িহেসেব উপ⎺াপন করার পর েশ্রিণিবন্যাস একিট জ্যািমিতক সমস্যায় পিরণত হয়: একিট
সরলেরখা িক আেপলেক কমলা েথেক আলাদা করেত পাের? এই প্র⎣িট েমিশন লািনর্ংেয়র একিট গুরুত্বপণূর্ পিরবার, ৈরিখক েশ্রিণিবন্যাসকারী,
স⎅েকর্ েমৗিলক ধারণা েদয়।
িচত্র 2-এর মেতা েডটার েমেঘর মেধ্য িদেয় একিট সরলেরখা ক⎛না কির। েরখািট সমতলেক দুিট অধর্সমতেল ভাগ কের। যিদ অিধকাংশ
আেপেলর িব⍦ু এক পােশ এবং অিধকাংশ কমলার িব⍦ু অন্য পােশ থােক, তেব নতনু েকােনা ফেলর অব⎺ানেক েশ্রিণিবন্যােসর িনয়ম িহেসেব
ব্যবহার করা যায়। তার ভর ও ব্যাস েমেপ আমরা ফলিটেক একিট িব⍦ু িহেসেব উপ⎺াপন কির এবং েদিখ িব⍦ুিট েরখার েকান পােশ আেছ।

িচত্র 2: ভর--ব্যাস সমতেল একিট ৈরিখক েশ্রিণিবন্যাসকারীর উদাহরণ। সরলেরখািট িস⍒া⍡সীমা িহেসেব কাজ কের: এক অধর্সমতেলর
িব⍦ুগুেলা এক েশ্রিণ পায় এবং িবপরীত অধর্সমতেলর িব⍦ুগুেলা অন্য েশ্রিণ পায়। তাই িস⍒া⍡িট িনভর্র কের িব⍦ুিট েরখার েকান পােশ রেয়েছ
তার উপর।

কােতর্সীয় সমতল (𝑥1, 𝑥2)-এ একিট সরলেরখা েলখা যায়

𝑤1𝑥1 + 𝑤2𝑥2 + 𝑏 = 0, (𝑤1, 𝑤2) ≠ (0, 0).
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েভ⌆র (𝑤1, 𝑤2) েরখািটর লম্ব এবং তাই তার অিভমখু িনধর্ারণ কের, আর প্যারািমটার 𝑏 তার অব⎺ােন অবদান রােখ। এই উপ⎺াপেন সামান্য
অিতির⌈তা আেছ: 𝑤1, 𝑤2 এবং 𝑏-েক একই অশনূ্য ধ্রুবক িদেয় গুণ করেল একই েরখাই পাওয়া যায়। ফেল সীমার প্যারািমটারগুেলা অনন্য
নয়। এেদর সংখ্যাগত ব্যাখ্যা চলকগুেলার ে⎱েলর উপরও িনভর্র কের। ভর গ্রােম এবং ব্যাস েসি⍛িমটাের মাপা হয় বেল একেকর পাথর্ক্য
িবেবচনা না কের 𝑤1 ও 𝑤2-এর মান সরাসির তলুনা করা উিচত নয়।
েরখার সমীকরণ িনেজই একিট িব⍦ু সীমার েকান পােশ আেছ তা িনধর্ারেণর সহজ উপায় েদয়। ে⎱ার সং⌱ািয়ত কির

𝑠(𝑥1, 𝑥2) = 𝑤1𝑥1 + 𝑤2𝑥2 + 𝑏.

যিদ 𝑠(𝑥1, 𝑥2) = 0, তেব িব⍦ুিট েরখার উপর। যিদ 𝑠(𝑥1, 𝑥2) > 0, তেব এিট এক অধর্সমতেল; আর যিদ 𝑠(𝑥1, 𝑥2) < 0, তেব
অন্য অধর্সমতেল। ধির ধনাৎমক ে⎱ার আেপল এবং ঋণাৎমক ে⎱ার কমলােক িনেদর্শ কের। তাহেল িনয়মিট হেব

{𝑠(𝑥1, 𝑥2) ≥ 0 ⟹ আেপল,
𝑠(𝑥1, 𝑥2) < 0 ⟹ কমলা.

উদাহরণ িহেসেব ধির সীমািট িনধর্ািরত হেয়েছ

𝑤1 = 1
10, 𝑤2 = 2, 𝑏 = −30.

ভর 160 g এবং ব্যাস 7.8 cm এমন একিট ফেলর জন্য

𝑠 = 1
10 × 160 + 2 × 7.8 − 30

= 16 + 15.6 − 30
= 1.6.

ে⎱ার ধনাৎমক, তাই িব⍦ুিট েসই অধর্সমতেল রেয়েছ েযিটেক আমরা আেপেলর সে⌣ য⌈ু কেরিছ। এই েশ্রিণিবন্যাসকারী ফলিটেক আেপল
িহেসেব শনা⌈ করেব।
𝑤1, 𝑤2 এবং 𝑏-এর প্রিতিট িনবর্াচন ভােলা েশ্রিণিবন্যাস েদয় না। িকছ ু েরখা দুই দলেক খারাপভােব আলাদা কের, অন্যগুেলা কম ভলু কের।
েশখার সমস্যািট হেলা েলেবলয⌈ু পবূর্বতর্ী উদাহরণ ব্যবহার কের এমন প্যারািমটার িনধর্ারণ করা যা মেডেলর ত্রুিটর েকােনা পিরমাপ কমায়।
েরখািটর অব⎺ান সরাসির েপ্রাগ্রাম না কের আমরা চাই অ্যালগিরদম েডটা েথেক তার সহগগুেলা সমন্বয় করুক।
েশ্রিণগুেলা আনমুািনকভােব ৈরিখকভােব পথৃকেযাগ্য হেল একিট েরখাই যেথ⎨ ভােলা কাজ করেত পাের। আরও জিটল েডটােসেট অৈরিখক
িস⍒া⍡সীমা প্রেয়াজন হেত পাের। েসই সীমাব⍒তা িনেয় আেলাচনার আেগ আমরা সদ্য ৈতির েশ্রিণিবন্যাসকারীেক একিট প্রাথিমক গণনামলূক
একক িহেসেব পনুবর্্যাখ্যা কির: একিট কৃিত্রম িনউরন।

4. কৃিত্রম িনউরন

আেগর অংেশ
𝑠 = 𝑤1𝑥1 + 𝑤2𝑥2 + 𝑏

রািশিট ব্যবহার কের িনধর্ারণ করা হেয়িছল একিট ফল েরখার েকান পােশ আেছ। একই রািশেক কৃিত্রম িনউরন-এর গণনার প্রথম ধাপ িহেসেব
েদখা যায়। একিট িনউরন সংখ্যাগত ইনপটু গ্রহণ কের, ওজন ও বায়াস ব্যবহার কের েসগুেলােক একত্র কের এবং পের একিট গািণিতক ফাংশন
প্রেয়াগ কের আউটপটু ৈতির কের।
আমােদর উদাহরেণ ইনপটু হেলা ভর 𝑥1 এবং ব্যাস 𝑥2। প্রিতিট ইনপটুেক ওজন নােমর একিট প্যারািমটার িদেয় গুণ করা হয়; গুণফলগুেলা
𝑏 নােমর একিট ধ্রুবক পদ, অথর্াৎ বায়াস,-এর সে⌣ েযাগ করা হয়। িচত্র 3-এ এই গণনািট পিরকি⎛তভােব েদখােনা হেয়েছ।
ওজনগুেলা িনধর্ারণ কের ইনপেুটর পিরবতর্ন ে⎱ারেক কীভােব প্রভািবত করেব। 𝑥2 এবং অন্য সব রািশ ি⎺র েরেখ 𝑥1-এΔ𝑥1 পিরবতর্ন করেল
𝑠 পিরবিতর্ত হয় 𝑤1Δ𝑥1 পিরমােণ। একইভােব 𝑥2-এ Δ𝑥2 পিরবতর্ন ে⎱ারেক 𝑤2Δ𝑥2 পিরমােণ বদেল েদয়। িচ⏅ও গুরুত্বপণূর্: ধনাৎমক
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িচত্র 3: একিট কৃিত্রম িনউরেনর কাযর্প⍒িত। প্রিতিট ইনপটু 𝑥𝑖-েক একিট ওজন 𝑤𝑖 িদেয় গুণ করা হয়; গুণফলগুেলা বায়াস 𝑏-এর সে⌣ েযাগ
কের ে⎱ার 𝑠 পাওয়া যায়। এরপর সিক্রয়করণ ফাংশন 𝑔 এই ে⎱ারেক আউটপটু ̂𝑦 = 𝑔(𝑠)-এ রূপা⍡র কের, যা মধ্যবতর্ী রািশ অথবা চডূা়⍡
পবূর্ানমুান িহেসেব ব্যবহৃত হেত পাের।

ওজেনর েক্ষেত্র ইনপটু বাডে়ল ে⎱ার বােড,় আর ঋণাৎমক ওজেন িবপরীত প্রভাব হয়। িভ⍬ িভ⍬ চলেকর একক ও ে⎱ল আলাদা হেল এই ব্যাখ্যা
সতকর্তার সে⌣ ব্যবহার করেত হয়। এজন্য বা⎶ব বা⎶বায়েন প্রিশক্ষেণর আেগ ইনপটু েডটা প্রায়ই নরমালাইজ বা স্ট্যা⍞াডর্াইজ করা হয়।
বায়াস 𝑏 হেলা অ্যাফাইন রূপা⍡েরর ধ্রুবক পদ। জ্যািমিতকভােব এিট িস⍒া⍡সীমােক সরােত েদয়। যিদ 𝑏 = 0 হয়, তেব

𝑤1𝑥1 + 𝑤2𝑥2 = 0

েরখািটেক উৎসিব⍦ুর মধ্য িদেয় েযেত বাধ্য কের। বায়াস থাকেল সীমািট অন্য ⎺ােন সরেত পাের। সমতলু্যভােব, 𝑥1 = 𝑥2 = 0 হেল ে⎱ার
েকবল 𝑠 = 𝑏।
ে⎱ারই িনউরেনর চডূা়⍡ আউটপটু হওয়া জরুির নয়। সাধারণভােব এর উপর একিট সিক্রয়করণ ফাংশন 𝑔 প্রেয়াগ করা হয়:

̂𝑦 = 𝑔(𝑠) = 𝑔 (𝑤1𝑥1 + 𝑤2𝑥2 + 𝑏) .

অতএব গণনািট দুই ধােপ হয়,
𝑠 = 𝑤1𝑥1 + 𝑤2𝑥2 + 𝑏,
̂𝑦 = 𝑔(𝑠).

আেগর অংেশর প্যারািমটার ব্যবহার করেল 𝑠 = 1.6। যিদ আমরা ধাপ ফাংশন

𝑔(𝑠) = {1, 𝑠 ≥ 0,
0, 𝑠 < 0,
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িনবর্াচন কির, তেব ̂𝑦 = 𝑔(1.6) = 1। আমােদর িনয়ম অনযুায়ী ফলিট আেপল িহেসেব েশ্রিণব⍒ হেব। এই সিক্রয়করেণ 𝑠 শনূ্য অিতক্রম
করেলই িস⍒া⍡ বদেল যায়, তাই েশ্রিণসীমা িঠক

𝑤1𝑥1 + 𝑤2𝑥2 + 𝑏 = 0.

একিট িনউরন তাই সমন্বয়েযাগ্য প্যারািমটারসহ একিট সহজ গািণিতক ব␏। এর প্রকৃত গুরুত্ব আেস অেনকগুেলা এমন এককেক য⌈ু করার
মাধ্যেম। তেব েনটওয়াকর্ গঠেনর আেগ েবাঝা দরকার সিক্রয়করণ ফাংশন েকন অপিরহাযর্।

5. সিক্রয়করণ ফাংশন েকন দরকার?

একিট িনউরন প্রথেম অ্যাফাইন রূপা⍡র ব্যবহার কের একিট ে⎱ার গণনা কের এবং তারপর একিট সিক্রয়করণ ফাংশন প্রেয়াগ কের। িনউরাল
েনটওয়াকর্েক জিটল স⎅কর্ উপ⎺াপন করেত হেল এই িদ্বতীয় ধাপিট অপিরহাযর্। কারণিট েবাঝার জন্য এমন একিট েনটওয়াকর্ ক⎛না কির
েযখােন েকােনা সিক্রয়করণ ফাংশন েনই। প্রিতিট একক তখন হেব

𝑦 = 𝑤1𝑥1 + 𝑤2𝑥2 + 𝑏.

এক-মািত্রক উদাহরেণ ধির প্রথম একক ৈতির কের
ℎ = 𝑎𝑥 + 𝑏

এবং িদ্বতীয়িট গণনা কের
𝑦 = 𝑐ℎ + 𝑑.

প্রিত⎺াপন করেল
𝑦 = 𝑐(𝑎𝑥 + 𝑏) + 𝑑 = 𝑎𝑐𝑥 + (𝑐𝑏 + 𝑑),

যা এখনও 𝑥-এর একিট অ্যাফাইন ফাংশন। একািধক মাত্রােতও একই কথা সত্য: অ্যাফাইন রূপা⍡েরর সমন্বয় আবারও অ্যাফাইন। ফেল
অৈরিখক েকােনা িক্রয়া ছাডা় অেনক ⎶র েযাগ করেলও েনটওয়াকর্ েমৗিলকভােব েবিশ প্রকাশক্ষম হয় না; পেুরা সমন্বয়েক একিট মাত্র অ্যাফাইন
রূপা⍡র িদেয় প্রিত⎺াপন করা স⎊ব।
সিক্রয়করণ ফাংশন এই সীমাব⍒তা ভােঙ। ে⎱ার 𝑠 গণনার পর িনউরন সাধারণত একিট অৈরিখক ম্যাপ প্রেয়াগ কের

ℎ = 𝑔(𝑠).

এমন বহু একক সংয⌈ু হেল ফিলত সমন্বয়েক আর একিট মাত্র অ্যাফাইন রূপা⍡ের নািমেয় আনা যায় না। এর ফেল েনটওয়াকর্ আরও জিটল
িস⍒া⍡সীমা ৈতির করেত পাের।
সবেচেয় সহজ সিক্রয়করণ হেলা ধাপ ফাংশন,

𝑔(𝑠) = {1, 𝑠 ≥ 0,
0, 𝑠 < 0.

এিট িদ্বমলূ্য িস⍒া⍡ েদয় এবং েশ্রিণিবন্যাস েবাঝােত খবু উপেযাগী। িক⏴ 𝑠 ≠ 0 হেল এর অবকলজ শনূ্য এবং 𝑠 = 0-এ অবকলজ সং⌱ািয়ত
নয়। েগ্রিডেয়⍛-িভিৎতক প্রিশক্ষেণ প্যারািমটার কীভােব বদলােনা উিচত তা িনধর্ারণ করেত অবকলজ ব্যবহৃত হয়, তাই এই প্রিশক্ষণ প⍒িতর
জন্য ধাপ ফাংশন উপয⌈ু নয়।
একিট িবক⎛ হেলা িসগমেয়ড ফাংশন,

𝜎(𝑠) = 1
1 + 𝑒−𝑠 .

এিট প্রিতিট বা⎶ব সংখ্যােক 0 ও 1-এর মােঝর মােন রূপা⍡র কের। খবু ঋণাৎমক 𝑠-এ আউটপটু 0-এর িদেক যায়; খবু ধনাৎমক 𝑠-এ 1-এর
িদেক যায়; আর মাঝামািঝ অ⌲েল পিরবতর্নিট মসণৃ। িসগমেয়ড সবর্ত্র অবকলনেযাগ্য এবং

𝜎′(𝑠) = 𝜎(𝑠)(1 − 𝜎(𝑠)).
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এর আউটপটু 0 ও 1-এর মেধ্য হওয়ায় িদ্বমলূ্য েশ্রিণিবন্যাসকারীর আউটপটু ⎶ের এিট প্রায়ই ব্যবহৃত হয়। উপয⌈ু লস ফাংশনসহ একিট
স⎊াবনামলূক মেডেলআউটপটুেক 1-দ্বারা িনেদর্িশত েশ্রিণর স⎊াবনারআনমুািনক মান িহেসেব ব্যাখ্যা করা যায়। তেব েগাপন ⎶ের িসগমেয়েডর
একিট অসিুবধা রেয়েছ: বড় পরম মােনর ইনপেুট এর অবকলজ খবু েছাট হেয় যায়, যা গভীর েনটওয়ােকর্ ভ্যািনিশং েগ্রিডেয়⍛ সমস্যায় অবদান
রােখ।
েগাপন ⎶ের বহুল ব্যবহৃত সিক্রয়করণ হেলা ReLU (Rectified Linear Unit),

ReLU(𝑠) = max(0, 𝑠) = {0, 𝑠 < 0,
𝑠, 𝑠 ≥ 0.

দুিট ৈরিখক অংশ িদেয় গিঠত হেলও ReLU সামিগ্রকভােব ৈরিখক নয়। 𝑠 < 0 হেল এর অবকলজ 0 এবং 𝑠 > 0 হেল 1। 𝑠 = 0-এ
প্রচিলত অেথর্ অবকলজ েনই, এবং সফটওয়্যার বা⎶বায়েন েগ্রিডেয়ে⍛র জন্য একিট প্রচিলত মান েবেছ েনওয়া হয়। ধনাৎমক ইনপেুট 𝑠 বড়
হেলও অবকলজ েছাট হেয় যায় না, ফেল িসগমেয়েডর একিট স্যাচেুরশন সমস্যা এডা়েনা যায়।
িচত্র 4-এ এই িতনিট সিক্রয়করণ তলুনা করা হেয়েছ: ধাপ ফাংশেনর হঠাৎ লাফ, িসগমেয়েডর মসণৃ পিরবতর্ন এবং ReLU-এর ঢাল পিরবতর্ন।

িচত্র 4: িনউরাল েনটওয়ােকর্র প্রাথিমক আেলাচনায় ব্যবহৃত িতনিট সিক্রয়করণ ফাংশেনর তলুনা। ধাপ ফাংশন হঠাৎ িস⍒া⍡ েদয়; িসগমেয়ড 0
ও 1-এর মেধ্য মসণৃ পিরবতর্ন েদয়; আর ReLU ঋণাৎমক ইনপটুেক শনূ্য কের এবং ধনাৎমক ইনপটুেক অপিরবিতর্ত রােখ। অৈরিখক সিক্রয়করণ
বহু ⎶রেক একিট মাত্র অ্যাফাইন রূপা⍡ের সংকুিচত হেয় যাওয়া েথেক রক্ষা কের।

তােদর প্রধান ৈবিশষ্ট্যগুেলা িনেচ সংেক্ষেপ েদওয়া হেলা।

ফাংশন আউটপটু অবকলজ সাধারণ ব্যবহার
ধাপ {0, 1} 𝑠 ≠ 0 হেল শনূ্য; 𝑠 = 0-এ সং⌱ািয়ত নয় ঐিতহািসক মেডল ও িশক্ষামলূক উদাহরণ
িসগমেয়ড (0, 1) প্রিতিট 𝑠-এর জন্য িবদ্যমান িদ্বমলূ্য েশ্রিণিবন্যােসর আউটপটু ⎶র
ReLU [0, ∞) 𝑠 < 0 হেল 0 এবং 𝑠 > 0 হেল 1 েগাপন ⎶র
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এই ফাংশনগুেলার িব⎶ািরত ৈবিশষ্ট্য আলাদা হেলও তােদর সাধারণ ধারণাগত ভিূমকা হেলা অৈরিখকতা প্রবতর্ন করা। এই অৈরিখকতাই পরবতর্ী
অংেশর েছাট েনটওয়াকর্েক এমন স⎅কর্ উপ⎺াপন করেত েদয় যা একিট মাত্র সরলেরখা িদেয় স⎊ব নয়।
আরও পডে়ত আগ্রহী পাঠেকর জন্য Haykin [5] িনউরাল েনটওয়ােকর্র একিট ধ্রুপিদ উপ⎺াপন েদন; Goodfellow, Bengio এবং
Courville [3] সিক্রয়করণ ফাংশন ও গভীর েনটওয়ােকর্র প্রিশক্ষণেক িব⎶ৃত েপ্রক্ষাপেট আেলাচনা কেরন। Nielsen-এর উ⍭⌈ু বই [7]
িনউরন, সিক্রয়করণ এবং েশখা স⎅েকর্ অ⍡দ ৃর্ি⎨ ৈতিরর জন্য িবেশষভােব সহজলভ্য।

6. একিট েছাট িনউরাল েনটওয়াকর্ গঠন

এখন আমরা দুিট ইনপটু, িতনিট িনউরনিবিশ⎨ একিট েগাপন ⎶র এবং একিট আউটপটু িনউরন িনেয় একিট েনটওয়াকর্ িবেবচনা কির। ইনপটুগুেলা
আেগর মেতাই

𝑥1 = ভর, 𝑥2 = ব্যাস,
এবং িচত্র 5-এর মেতা এগুেলা প্রেত্যক েগাপন িনউরেন সরবরাহ করা হয়।

িচত্র 5: িনউরাল েনটওয়ােকর্র গণনা েবাঝােত ব্যবহৃত িশক্ষামলূক 2--3--1 ⎺াপত্য। দুিট ইনপটু --- ভর ও ব্যাস --- েগাপন ⎶েরর িতনিট
িনউরেন প্রেবশ কের। তােদর সিক্রয়করণ ℎ1, ℎ2, ℎ3 পের আউটপটু িনউরেন একিত্রত হেয় পবূর্ানমুান ̂𝑦 ৈতির কের। প্রিতিট সংেযােগর
একিট সমন্বয়েযাগ্য ওজন এবং প্রিতিট িনউরেনর একিট বায়াস আেছ।

েগাপন ⎶েরর আউটপটুগুেলা ℎ1, ℎ2 এবং ℎ3 েহাক। প্রিতিট িনউরন একই দুিট ইনপটু পায়, িক⏴ তার িনজস্ব ওজন ও বায়াস থােক:

ℎ1 = 𝑔 (𝑤11𝑥1 + 𝑤12𝑥2 + 𝑏1) ,
ℎ2 = 𝑔 (𝑤21𝑥1 + 𝑤22𝑥2 + 𝑏2) ,
ℎ3 = 𝑔 (𝑤31𝑥1 + 𝑤32𝑥2 + 𝑏3) .

িতনিট িনউরনই একই ভর ও ব্যাস েপেলও তােদর প্যারািমটার আলাদা বেল আউটপটু িভ⍬ হেত পাের। প্রিশক্ষেণর সময় এই প্যারািমটারগুেলা
এমনভােব সমন্বয় করা হয় যােত মধ্যবতর্ী সিক্রয়করণগুেলা েশ্রিণিবন্যােস কাযর্কর হয়।
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এরপর ℎ1, ℎ2 এবং ℎ3 আউটপটু িনউরেন যায়, যা গণনা কের

𝑠out = 𝑣1ℎ1 + 𝑣2ℎ2 + 𝑣3ℎ3 + 𝑐

এবং উৎপ⍬ কের
̂𝑦 = 𝑔out (𝑠out) .

আমােদর িদ্বমলূ্য সমস্যার জন্য আউটপেুট িসগমেয়ড ব্যবহার কির:

̂𝑦 = 𝜎 (𝑣1ℎ1 + 𝑣2ℎ2 + 𝑣3ℎ3 + 𝑐) , 0 < ̂𝑦 < 1.

আেপেলর জন্য 𝑦 = 1 এবং কমলার জন্য 𝑦 = 0 িনেল 0.5 সীমা েথেক েশ্রিণর িস⍒া⍡ হয়

̂𝑦 ≥ 0.5 ⟹ আেপল, ̂𝑦 < 0.5 ⟹ কমলা.

অতএব 1-এর কাছাকািছ মান আেপেলর সে⌣ এবং 0-এর কাছাকািছ মান কমলার সে⌣ দঢ়ৃভােব য⌈ু। আেগ েযমন বলা হেয়েছ, ̂𝑦-েক সরাসির
স⎊াবনা িহেসেব ব্যাখ্যা করেত হেল মেডল ও প্রিশক্ষণ স⎅েকর্ অিতির⌈ অনমুান প্রেয়াজন। এখােন ব্যবহৃত েশ্রিণিবন্যােসর জন্য ̂𝑦-েক
েনটওয়ােকর্র একিট ধারাবািহক আউটপটু িহেসেব েদখাই যেথ⎨।
এই ⎺াপেত্যর েকন্দ্রীয় ৈবিশষ্ট্য হেলা মধ্যবতর্ী উপ⎺াপন

(𝑥1, 𝑥2) ⟶ (ℎ1, ℎ2, ℎ3) ⟶ ̂𝑦.

েনটওয়াকর্ দুিট ৈবিশষ্ট্য গ্রহণ কের এবং চডূা়⍡ উৎতর েদওয়ার আেগ িতনিট নতনু রািশ ৈতির কের। এই সিক্রয়করণগুেলা হােত েবেছ েনওয়া নয়:
এগুেলা ওজন ও বায়ােসর উপর িনভর্র কের এবং প্রিশক্ষেণর সে⌣ সে⌣ বদেল যায়।
েছাট হেলও েনটওয়াকর্িটেত ইিতমেধ্যই েতেরািট সমন্বয়েযাগ্য প্যারািমটার আেছ। িতনিট েগাপন িনউরেন রেয়েছ

3(2 + 1) = 9

িট প্যারািমটার এবং আউটপটু িনউরন েযাগ কের
3 + 1 = 4.

অতএব
9 + 4 = 13.

ম্যািট্র⌕ েনােটশেন একই গণনা আরও পির⎦ার। সং⌱ািয়ত কির

x = [𝑥1
𝑥2

] , 𝑊 (1) = ⎡⎢
⎣

𝑤11 𝑤12
𝑤21 𝑤22
𝑤31 𝑤32

⎤⎥
⎦

, b(1) = ⎡⎢
⎣

𝑏1
𝑏2
𝑏3

⎤⎥
⎦

.

তখন েগাপন ⎶রেক েলখা যায়
h = 𝑔 (𝑊 (1)x + b(1)) ,

েযখােন 𝑔 প্রিতিট উপাদােনর উপর আলাদাভােব কাজ কের। আউটপেুটর জন্য

̂𝑦 = 𝜎 (𝑊 (2)h + 𝑏(2)) ,

েযখােন
𝑊 (2) = [𝑣1 𝑣2 𝑣3] .

এই েনােটশনিট Python েপ্রাগ্রােম েয কাঠােমা েদখা যােব তার পবূর্াভাস েদয়। েকােনা ফল ইনপেুট েদওয়ার পর ধারাবািহক সিক্রয়করণ
গণনা কের ̂𝑦 পাওয়ার প্রিক্রয়ােক ফরওয়াডর্ েপ্রাপােগশন বা forward pass বলা হয়। এখন মলূ প্র⎣: েতেরািট প্যারািমটার কীভােব
স্বয়ংিক্রয়ভােব িনধর্ারণ করা যায় যােত পবূর্ানমুানগুেলা েডটার সে⌣ ভােলাভােব িমেল?
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7. িনউরাল েনটওয়াকর্ কীভােব েশেখ?

ওজন ও বায়াস আেগ েথেক জানা থােক না। সিঠক উৎতর জানা এমন উদাহরণ ব্যবহার কের এগুেলা সমন্বয় করেত হয়। এই প্রিক্রয়ােক
প্রিশক্ষণ বলা হয় এবং সংেক্ষেপ েলখা যায়

পবূর্ানমুান ⟶ ত্রুিট মাপা ⟶ প্যারািমটার সমন্বয় ⟶ পনুরাবিৃৎত .

ভর 140 g এবং ব্যাস 7.0 cm এমন একিট ফল িবেবচনা কির যার সিঠক েশ্রিণ কমলা, অথর্াৎ 𝑦 = 0। ধির প্রিশক্ষেণর েকােনা পযর্ােয়
েনটওয়াকর্ ̂𝑦 = 0.80 েদয়। পবূর্ানমুান ও লক্ষ্যমােনর পাথর্েক্যর একিট সহজ পিরমাপ হেলা বগর্ ত্রুিট

𝐸 = 1
2 (𝑦 − ̂𝑦)2 .

এই উদাহরেণ
𝐸 = 1

2(0 − 0.80)2 = 0.32.

এই রািশিট একিট উদাহরেণর জন্য লস ফাংশন। বগর্ হওয়ায় 𝐸 ≥ 0, এবং লক্ষ্য েথেক দূেরর পবূর্ানমুান েবিশ শাি⎶ পায়। 1/2 গুণকিট
নূ্যনতেমর অব⎺ান বদলায় না, িক⏴ অবকলজ সহজ কের। িদ্বমলূ্য েশ্রিণিবন্যােস অন্যান্য লসও ব্যবহৃত হয়, িবেশষ কের ক্রস-এন্ট্রিপ।
এখােন বগর্ ত্রুিট ব্যবহার করিছ কারণ এর বীজগিণত স্ব〈 এবং অি⍯মাইেজশন ও ব্যাকেপ্রাপােগশন পিরচয় করােনার জন্য যেথ⎨ [2, 3]।
প্রিশক্ষণ েসেট 𝑁 িট উদাহরণ থাকেল একিট সামিগ্রক পিরমাপ হেলা গড় লস

𝐽 = 1
𝑁

𝑁
∑
𝑖=1

𝐸𝑖.

প্রিতিট পবূর্ানমুান েনটওয়ােকর্র ওজন ও বায়ােসর উপর িনভর্র কের, তাই 𝐽 -ও সব প্যারািমটােরর উপর িনভর্রশীল। প্রিশক্ষণ মােন এমন
প্যারািমটার েখাঁজা যােত 𝐽 েছাট হয়।
সমন্বেয়র প্রিক্রয়া েবাঝার জন্য প্রথেম ধির একিট মাত্র ওজন 𝑤 ছাডা় অন্য সব প্যারািমটার ি⎺র। তখন লসেক 𝐽 = 𝐽(𝑤) িহেসেব
েদখা যায়। িচত্র 6-এ প্রিশক্ষেণর েমৗিলক ধাপগুেলা সংেক্ষেপ েদখােনা হেয়েছ।
েযসব পাঠেকর ক্যালকুলােসর অিভ⌱তা কম, তােদর জন্য অবকলজেক এখােন ⎺ানীয় সংেবদনশীলতা িহেসেব েবাঝা যায়: েকােনা প্যারািমটাের
েছাট পিরবতর্ন করেল লস কীভােব বদলােত পাের তা এিট জানায়। এর িচ⏅ বেল েকান িদকিটেত ফাংশন ⎺ানীয়ভােব বােড় বা কেম, আর পরম
মান পিরবতর্েনর ⎺ানীয় শি⌈ িনেদর্শ কের।
অবকলজ

𝜕𝐽
𝜕𝑤

⎺ানীয় ঢাল েদয়। এিট ধনাৎমক হেল 𝑤 সামান্য বাডা়েল 𝐽 সাধারণত বােড,় তাই ওজনেক িবপরীত িদেক সরােনা উিচত। এিট ঋণাৎমক হেল 𝑤
বাডা়েনা ⎺ানীয়ভােব 𝐽 কমােত পাের। দুই েক্ষত্রই েলখা যায়

𝑤new = 𝑤old − 𝜂 𝜕𝐽
𝜕𝑤,

যা েগ্রিডেয়⍛ িডেস⍛-এর েমৗিলক ধারণা। ধনাৎমক সংখ্যা 𝜂 হেলা েশখার হার; এিট পদেক্ষেপর আকার িনয়ন্ত্রণ কের। খবু েছাট মান প্রিশক্ষণ
ধীর করেত পাের, আর খবু বড় মান েদালন বা অি⎺িতশীলতা ঘটােত পাের।
অেনক প্যারািমটােরর েনটওয়ােকর্ 𝜃-েক েযেকােনা ওজন বা বায়াস ধির। হালনাগাদ হয়

𝜃new = 𝜃old − 𝜂 𝜕𝐽
𝜕𝜃 .
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িচত্র 6: িনউরাল েনটওয়াকর্ প্রিশক্ষেণর েমৗিলক চক্র। ফরওয়াডর্ পাস ইনপটুেক পবূর্ানমুােন রূপা⍡র কের; লস ফাংশন পবূর্ানমুান ও লক্ষ্যমােনর
পাথর্ক্য মােপ; ব্যাকেপ্রাপােগশন েচইন রুল ব্যবহার কের েগ্রিডেয়⍛ গণনা কের; এবং েগ্রিডেয়⍛ িডেস⍛ েসই েগ্রিডেয়⍛ িদেয় ওজন ও
বায়াস হালনাগাদ কের। বহু epoch ধের এই চক্র পনুরাবিৃৎত করাই েশখা।

সব আংিশক অবকলেজর সমি⎨ই লেসর েগ্রিডেয়⍛। জ্যািমিতকভােব েগ্রিডেয়⍛ ⎺ানীয়ভােব দ্রুততম বিৃ⍒র িদক িনেদর্শ কের, তাই ঋণাৎমক
েগ্রিডেয়⍛ হ্রােসর একিট ⎺ানীয় িদক েদয়।
েনটওয়াকর্ যখন কেয়কিট ফাংশেনর সমন্বয়, তখন এসব অবকলজ কীভােব গণনা করব েসিটই বািক। ফরওয়াডর্ পােস তথ্য প্রবািহত হয়

ইনপটু ⟶ েগাপন ⎶র ⟶ আউটপটু.

প্রথম িদেকর েকােনা প্যারািমটার লসেক কীভােব প্রভািবত কের তা জানেতআমরা িনভর্রতার শ⌢ৃলেক গািণিতকভােব উে⎔া িদেক অনসুরণ কির।
এই প⍒িতেক ব্যাকেপ্রাপােগশন বলা হয়। মলূত এিট েচইন রুেলর একিট িনয়িমত ও দক্ষ প্রেয়াগ। েগাপন ⎶রসহ েনটওয়ােকর্ এই প⍒িতর
জনিপ্রয়করেণর ধ্রুপিদ েরফাের⍮ Rumelhart, Hinton এবং Williams [8]; Nielsen [7] একিট িবশদ ও িবেশষভােব িশক্ষামলূক
ব্যাখ্যা িদেয়েছন।
একিট সরল িনভর্রতা-শ⌢ৃেল েযখােন 𝐸 িনভর্র কের ̂𝑦-এর উপর, ̂𝑦 িনভর্র কের সিক্রয়করণ ℎ-এর উপর, এবং ℎ িনভর্র কের ওজন 𝑤-এর
উপর, েচইন রুল েদয়

𝜕𝐸
𝜕𝑤 = 𝜕𝐸

𝜕 ̂𝑦
𝜕 ̂𝑦
𝜕ℎ

𝜕ℎ
𝜕𝑤.

প্রিতিট গুণক𝑤 কীভােব চডূা়⍡ লসেক প্রভািবত কের তার একিট ধাপ বণর্না কের। বড় েনটওয়ােকর্ এমন বহু শ⌢ৃল থােক, এবং ব্যাকেপ্রাপােগশন
গণনািটেক এমনভােব সংগিঠত কের যােত মধ্যবতর্ী অবকলজগুেলা পনুবর্্যবহার করা যায়, প্রিতিট প্যারািমটােরর জন্য আলাদা কের আবার গণনা
করেত না হয়।
বা⎶েব প্রিশক্ষেণ অেনক উদাহরণ ব্যবহৃত হয়। প্রিশক্ষণ েসেটর উপর একবার স⎅ূণর্ চলােক একিট epoch বলা হয়। এই প্রবে⍩র িশক্ষামলূক
েপ্রাগ্রােমর মেতা প্রিতিট উদাহরেণর পর প্যারািমটার হালনাগাদ করা যায়, অথবা বড় েনটওয়ােকর্ প্রচিলত েছাট েছাট উদাহরণগু〈, অথর্াৎ
mini-batch,-এর পর হালনাগাদ করা যায়। উভয় েক্ষেত্রই পবূর্ানমুান, লস, েগ্রিডেয়⍛ এবং হালনাগােদর চক্র বহু epoch ধের পনুরাবিৃৎত
হয়।
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পতুর্িগজ মূেলর বাংলা অনুবাদ
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এই পিরবতর্নেক দশৃ্যমান করার একিট উপায় হেলা প্রিশক্ষেণর িবিভ⍬ পযর্ােয় একই িনিদর্⎨ উদাহরেণর পবূর্ানমুান অনসুরণ করা। ভর 140 g
এবং ব্যাস 7.0 cm েসই ফলিটেকই আবার িবেবচনা কির, যার সিঠক েশ্রিণ কমলা। সারিণ 1-এ একিট কা⎛িনক অগ্রগিত েদখােনা হেয়েছ।
মানগুেলা েকােনা িনিদর্⎨ চালনার ফল নয়; েকবল প্রিক্রয়ািট েবাঝােত ব্যবহৃত।

সারিণ 1: প্রিশক্ষেণর সময় একই ফেলর জন্য েনটওয়ােকর্র পবূর্ানমুােনর কা⎛িনক পিরবতর্ন। পনুরাবৎৃত প্যারািমটার হালনাগাদ একিট প্রাথিমক
ভলু আউটপটুেক লক্ষ্য েলেবেলর সে⌣ সাম⌴স্যপণূর্ েশ্রিণিবন্যােসর িদেক িনেয় েযেত পাের।

Epoch পবূর্ানমুান ̂𝑦 লস 𝐸 েশ্রিণিবন্যাস
1 0.86 0.37 আেপল
5 0.71 0.25 আেপল
10 0.55 0.15 আেপল
20 0.31 0.05 কমলা
40 0.09 0.004 কমলা

শুরুেতআউটপটু 1-এর কাছাকািছ এবং ফলিট ভলুভােব আেপল িহেসেব েশ্রিণব⍒ হয়। প্যারািমটার সমন্বেয়র সে⌣ পবূর্ানমুান কেম এবং একসময়
0.5 সীমা অিতক্রম কের, ফেল সিঠক েশ্রিণ পাওয়া যায়। এই প্রিক্রয়ায় বদলায় ওজন ও বায়ােসর সংখ্যাগত মান; েনটওয়ােকর্র ⎺াপত্য
অপিরবিতর্ত থােক।
প্রিশক্ষণ েডটায় লস কমােনাই চডূা়⍡ লক্ষ্য নয়। একিট কাযর্কর েনটওয়াকর্েক এমন উদাহরেণও ভােলা পবূর্ানমুান িদেত হেব েযগুেলা প্যারািমটার
িনধর্ারেণ ব্যবহার করা হয়িন। এই ক্ষমতােক েজনারালাইেজশন বলা হয়। েকােনা মেডল যিদ প্রিশক্ষণ েসেটর িবেশষ ৈবিশেষ্ট্যর সে⌣ অিতির⌈-
ভােব খাপ েখেয় নতনু েডটায় খারাপ কাজ কের, তােক ওভারিফিটং বলা হয়। আরও সতকর্ মলূ্যায়েন েডটােক সাধারণত প্রিশক্ষণ, ভ্যািলেডশন
এবং েট⎴ েসেট ভাগ করা হয়: প্রথমিট প্যারািমটার িনধর্ারণ কের, িদ্বতীয়িট মেডল উ⍬য়েনর সময় িস⍒া⍡ িনেত সহায়তা কের, এবং ততৃীয়িট
চডূা়⍡ মলূ্যায়েনর জন্য সংরিক্ষত থােক। েজনারালাইেজশন ও মেডল মলূ্যায়ন িনেয় িব⎶ৃত আেলাচনা Faceli et al. [2] এবং Goodfellow,
Bengio ও Courville [3]-এ পাওয়া যায়।
এখন আমরা িনউরাল েনটওয়ােকর্ েশখার গািণিতক অেথর্ েপৗঁেছিছ। এই েপ্রিক্ষেত েশখা মােন হেলা একিট েযৗিগক ফাংশেনর প্যারািমটার এমনভােব
সমন্বয় করা যােত েডটার উপর ত্রুিটর একিট পিরমাপ কেম এবং, আদশর্ভােব, নতনু উদাহরেণ ভােলাভােব সাধারণীকরণ করা যায়। েনটওয়াকর্
পবূর্ানমুান কের, লস গণনা কের, অবকলজ ব্যবহার কের েবােঝ প্যারািমটারগুেলা েসই লসেক কীভােব প্রভািবত কের, এবং ধারাবািহকভােব েছাট
সংেশাধন কের।

8. গিণত েথেক Python

এখন আমরা সমীকরণ েথেক একিট চলমান েপ্রাগ্রােম যাই। উে⍏শ্য েকােনা িবেশষািয়ত িনউরাল-েনটওয়াকর্ লাইেব্রির ব্যবহার করা নয়; বরং
NumPy িদেয় সরাসির এই প্রবে⍩ ৈতির গািণিতক িক্রয়াগুেলা বা⎶বায়ন করা [4]। এেত লাইন ধের েদখা যায় কীভােব ৈরিখক সমন্বয়,
সিক্রয়করণ ফাংশন, লস গণনা, ব্যাকেপ্রাপােগশন এবং েগ্রিডেয়⍛ িডেস⍛ েকােড উপি⎺ত হয়।
আরও িবশ্বাসেযাগ্য চডূা়⍡ উদাহরেণর জন্য আমরা িব⎶ৃত ভর–ব্যাস অ⌲েল ছডা়েনা একিট কৃিত্রম েডটােসট ব্যবহার কির। এখনও েকবল
দুিট েভৗত ৈবিশষ্ট্য — গ্রােম ভর এবং েসি⍛িমটাের ব্যাস — ব্যবহার করা হে〈, তেব এখন সমতেলর বড় অ⌲েল 64িট প্রিশক্ষণ উদাহরণ
ছিডে়য় েদওয়া হেয়েছ এবং আটিট অিতির⌈ উদাহরণ একিট িশক্ষামলূক পরীক্ষার জন্য আলাদা রাখা হেয়েছ। েডটা কৃিত্রম হেলও আেপল ও
কমলার যিু⌈য⌈ু পিরসেরর মেধ্য রাখা হেয়েছ। উে⍏শ্য হেলা কেয়কিট অিতির⌈ভােব কৃিত্রম ⌑া⎴াের সব িব⍦ু জমা না কের একিট অৈরিখক
িস⍒া⍡সীমা ৈতির করা।
জ্যািমিতক ধারণািট সহজ। ভর–ব্যাস সমতেল একিট েরফাের⍮ বক্রেরখা িনধর্ারণ কির, তার উপের দুিট ব্যাে⍞ আেপল এবং িনেচ দুিট ব্যাে⍞
কমলা রািখ। ভর ও ব্যাস উভেয়ই েছাট িনধর্ািরত িবচু্যিত েযাগ করা হয় যােত পযর্েবক্ষণগুেলা বহৃৎতর অ⌲েল ছডা়য়। ফেল আেগর িচত্রগুেলার
তলুনায় উদাহরণিট সম⍒ৃ: েবিশ িব⍦ু আেছ, েডটা পেুরা অ⌲েল ছডা়েনা এবং উপয⌈ু িস⍒া⍡সীমা ⎼⎨ভােব একিট সরলেরখার েচেয় েবিশ বক্র।
এই চডূা়⍡ গণনামলূক পরীক্ষায় আমরা েগাপন ⎶রেক বােরািট ReLU িনউরেন প্রসািরত কির। এেত আেগর অংশগুেলার ধারণাগত কাঠােমা
বদলায় না; শুধু আরও জিটল সীমা উপ⎺াপেনর ক্ষমতা বােড।় িতন-িনউরেনর িশক্ষামলূক েনটওয়ােকর্র 13 প্যারািমটােরর বদেল এখন 49িট
সমন্বয়েযাগ্য প্যারািমটার: প্রথম ⎶ের 24িট ওজন ও 12িট বায়াস, তারপর আউটপটু ⎶ের 12িট ওজন ও একিট বায়াস। সমীকরেণর রূপ
একই থােক; শুধু েভ⌆র ও ম্যািট্র⌕ বড় হয়।
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স⎅ূণর্ েপ্রাগ্রামিট িনেচ েদওয়া হেলা।

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib.lines import Line2D

def relu(s):
return np.maximum(0, s)

def relu_derivative(s):
return (s > 0).astype(float)

def sigmoid(s):
return 1 / (1 + np.exp(−s))

def base_boundary(m):
return 6.68 + 0.74∗np.exp(−((m−155)/20)∗∗2) \

+ 1.50/(1 + np.exp(−(m−202)/5))

def build_data():
masses_1 = np.linspace(118, 212, 16)
masses_2 = masses_1 + np.array([

1.2,−1.1,0.8,−1.3,1.0,−0.8,1.1,−1.0,
1.3,−0.9,0.9,−1.2,1.0,−1.0,0.8,−0.7

])
k = np.arange(16)

a1 = np.column_stack([
masses_1,
base_boundary(masses_1) + 0.22 + 0.05∗np.sin(0.8∗k)

])
a2 = np.column_stack([

masses_2,
base_boundary(masses_2) + 0.58 + 0.06∗np.cos(0.45∗k)

])

o1 = np.column_stack([
masses_1,
base_boundary(masses_1) − (0.22 + 0.04∗np.cos(0.7∗k))

])
o2 = np.column_stack([

masses_2,
base_boundary(masses_2) − (0.55 + 0.05∗np.sin(0.5∗k))

])

X_train = np.vstack([a1, a2, o1, o2])
y_train = np.array([1.0]∗32 + [0.0]∗32)

X_test = np.array([
[121.0, 7.20], [135.0, 7.45],
[152.0, 7.75], [171.0, 7.32],
[121.0, 6.28], [152.0, 6.86],
[189.0, 6.48], [208.0, 7.55]

])
y_test = np.array([1,1,1,1,0,0,0,0], dtype=float)
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return X_train, y_train, X_test, y_test

def predict(X, mean, std, W1, b1, W2, b2):
Xn = (X − mean) / std
outputs = []
for x in Xn:

h = relu(W1 @ x + b1)
y_hat = sigmoid(W2 @ h + b2)
outputs.append(y_hat)

return np.array(outputs)

X_train, y_train, X_test, y_test = build_data()

mean = X_train.mean(axis=0)
std = X_train.std(axis=0)
Xn = (X_train − mean) / std

rng = np.random.default_rng(42)
W1 = 0.1 ∗ rng.standard_normal((12, 2))
b1 = np.zeros(12)
W2 = 0.1 ∗ rng.standard_normal(12)
b2 = 0.0
eta = 0.05
n_epochs = 6000
history = []

for epoch in range(n_epochs):
for i in rng.permutation(len(Xn)):

x = Xn[i]
target = y_train[i]

z1 = W1 @ x + b1
h = relu(z1)
z2 = W2 @ h + b2
y_hat = sigmoid(z2)

delta2 = (y_hat − target) ∗ y_hat ∗ (1 − y_hat)
dW2 = delta2 ∗ h
db2 = delta2
delta1 = (delta2 ∗ W2) ∗ relu_derivative(z1)
dW1 = np.outer(delta1, x)
db1 = delta1

W1 −= eta ∗ dW1
b1 −= eta ∗ db1
W2 −= eta ∗ dW2
b2 −= eta ∗ db2

errors = []
for x, target in zip(Xn, y_train):

h = relu(W1 @ x + b1)
y_hat = sigmoid(W2 @ h + b2)
errors.append(0.5 ∗ (target − y_hat)∗∗2)

history.append(np.mean(errors))

def make_figure():
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masses = np.linspace(116, 214, 500)
diameters = np.linspace(6.0, 8.85, 500)
M, D = np.meshgrid(masses, diameters)
grid = np.column_stack([M.ravel(), D.ravel()])
P = predict(grid, mean, std, W1, b1, W2, b2).reshape(M.shape)

fig, ax = plt.subplots(figsize=(9.2, 6.3))
ax.contourf(

M, D, P,
levels=[0.0, 0.25, 0.50, 0.75, 1.0],
colors=["#f3e0cb", "#ecd5c4", "#dbe7cf", "#cde3bf"],
alpha=0.95

)
ax.contour(M, D, P, levels=[0.5],

colors=["#5a1a8a"], linewidths=2.2)

mask = y_train == 1.0
ax.scatter(X_train[mask,0], X_train[mask,1], marker="o",

s=48, facecolors="white", edgecolors="black",
linewidths=1.1, label="Apple − training")

mask = y_train == 0.0
ax.scatter(X_train[mask,0], X_train[mask,1], marker="s",

s=48, facecolors="white", edgecolors="black",
linewidths=1.1, label="Orange − training")

mask = y_test == 1.0
ax.scatter(X_test[mask,0], X_test[mask,1], marker="^",

s=92, color="#1f77b4", label="Apple − test")
mask = y_test == 0.0
ax.scatter(X_test[mask,0], X_test[mask,1], marker="x",

s=110, color="#ff7f0e", linewidths=2.0,
label="Orange − test")

ax.set_xlabel("Mass (g)")
ax.set_ylabel("Diameter (cm)")
ax.set_title("Neural−network output after training")

handles = [
Line2D([0],[0], marker='o', markersize=9,

markerfacecolor='white', markeredgecolor='black',
linestyle='None', label='Apple − training'),

Line2D([0],[0], marker='s', markersize=9,
markerfacecolor='white', markeredgecolor='black',
linestyle='None', label='Orange − training'),

Line2D([0],[0], marker='^', markersize=9, color='#1f77b4',
linestyle='None', label='Apple − test'),

Line2D([0],[0], marker='x', markersize=10, color='#ff7f0e',
linestyle='None', label='Orange − test'),

Line2D([0],[0], color='#5a1a8a', lw=2.2,
label='Neural−network decision boundary')

]
ax.legend(handles=handles, loc='center left',

bbox_to_anchor=(1.02, 0.5), frameon=True)

fig.tight_layout()
plt.show()

যিদও েকাডিট প্রবে⍩র প্রথম িদেকর সমীকরণগুেলার তলুনায় দীঘর্, এর কাঠােমা স্ব〈ই থােক। build_data() ফাংশনিট স্বয়ংিক্র-
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য়ভােব 64িট প্রিশক্ষণ উদাহরণ এবং আটিট িশক্ষামলূক পরীক্ষা উদাহরণ ৈতির কের। এরপর আমরা দুই চলকেক স্ট্যা⍞াডর্াইজ কির

𝑥∗
𝑗 = 𝑥𝑗 − 𝜇𝑗

𝜎𝑗
,

েযখােন 𝜇𝑗 এবং 𝜎𝑗 েকবল প্রিশক্ষণ েসট েথেক গণনা করা হয়। এেত েট⎴ েসট প্যারািমটার িনধর্ারেণ প্রভাব েফলেত পাের না এবং ভর ও
ব্যাসেক তলুনীয় সংখ্যাগত ে⎱েল আনা যায়।
ফরওয়াডর্ পােসর মলূ ধারণা বদলায় না। পাথর্ক্য শুধু এই েয প্রথম ⎶র এখন বােরািট েগাপন সিক্রয়করেণর একিট েভ⌆র ৈতির কের। ম্যািট্র⌕
েনােটশেন,

z(1) = 𝑊 (1)x + b(1), h = ReLU(z(1)),
𝑧(2) = 𝑊 (2)h + 𝑏(2), ̂𝑦 = 𝜎(𝑧(2)).

এই চারিট লাইেনই অ্যালগিরদেমর গািণিতক মলূ িনিহত। প্রিশক্ষণও আেগর যিু⌈ অনসুরণ কের: পবূর্ানমুান গণনা করা, তার ত্রুিট মাপা,
অবকলজ ব্যবহার কের সংেবদনশীলতার তথ্য িপছেনর িদেক প্রবািহত করা এবং েছাট েগ্রিডেয়⍛-িডেস⍛ পদেক্ষেপ প্যারািমটার হালনাগাদ
করা।
েকােড আউটপটু ⎶েরর ব্যাকেপ্রাপােগশন েদখা যায়

delta2 = (y_hat - target) * y_hat * (1 - y_hat)

এবং েগাপন ⎶ের প্রবাহ েদখা যায়

delta1 = (delta2 * W2) * relu_derivative(z1)

এরপর সব ওজন ও বায়াস হালনাগাদ করা হয়। প্রিতিট epoch-এ উদাহরণগুেলার ক্রম এেলােমেলা করা হয় এবং প্রিতিট পযর্েবক্ষেণর পর
প্যারািমটার বদলােনা হয় বেল এই বা⎶বায়ন ে⎴াকাি⎴ক েগ্রিডেয়⍛ িডেস⍛-এর একিট প্রাথিমক রূপ।
এখােন ব্যবহৃত যর্া⍞ম িসড ও হাইপারপ্যারািমটােরর েক্ষেত্র চডূা়⍡ গড় লস সাধারণত 10−5 েথেক 10−4 মাত্রার এবং 64িট প্রিশক্ষণ
উদাহরণসহ আটিট িশক্ষামলূক েট⎴ উদাহরণ প্রত্যািশত েশ্রিণ পায়। এিটেক কেঠার পিরসংখ্যািনক কমর্দক্ষতার মলূ্যায়ন িহেসেব ব্যাখ্যা করা
উিচত নয়: েডটা কৃিত্রম এবং িশক্ষামলূক উে⍏েশ্য ৈতির। এর কাজ হেলা তলুনামলূকভােব কম সরল একিট েপ্রক্ষাপেট েদখােনা েয েছাট িনউরাল
েনটওয়াকর্ ⎼⎨ভােব অৈরিখক িস⍒া⍡সীমা িশখেত পাের।
িচত্র 7-এ ভর–ব্যাস সমতেল েপ্রাগ্রােমর চডূা়⍡ আউটপটু েদখােনা হেয়েছ। সব প্রিশক্ষণ িব⍦ু দশৃ্যমান। গাঢ় বক্রেরখািট ̂𝑦 = 0.5 ⎶র
এবং েনটওয়াকর্ েশখা িস⍒া⍡সীমা িনেদর্শ কের; ছায়ায⌈ু অ⌲লগুেলা দুইিট পবূর্ানিুমত েশ্রিণ েদখায়। বৎৃত প্রিশক্ষণ আেপল, বগর্ প্রিশক্ষণ কমলা,
িত্রভজু েট⎴ আেপল এবং ক্রস েট⎴ কমলা িনেদর্শ কের। েকােনা েডটা িব⍦ু ঢাকা না পডা়র জন্য েলেজ⍞িট মলূ ⍴েটর বাইের রাখা হেয়েছ।
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িচত্র 7: িনউরাল েনটওয়াকর্ প্রিশক্ষেণর পর Pythonআউটপটু। কৃিত্রম েডটােসেট ভর--ব্যাস সমতেলর িব⎶ৃত অ⌲েল ছডা়েনা 64িট প্রিশক্ষণ
উদাহরণ এবং িশক্ষামলূক পরীক্ষার জন্য সংরিক্ষত আরও আটিট উদাহরণ রেয়েছ। গাঢ় বক্রেরখািট ̂𝑦 = 0.5 ⎶র এবং েশখা িস⍒া⍡সীমা িনেদর্শ
কের; ছায়ায⌈ু অ⌲লগুেলা েনটওয়ােকর্র পবূর্ানিুমত েশ্রিণ েদখায়। বৎৃত প্রিশক্ষণ আেপল, বগর্ প্রিশক্ষণ কমলা, িত্রভজু েট⎴ আেপল এবং ক্রস
েট⎴ কমলােক িনেদর্শ কের।

আমরা দুইিট সরল িব⍦ুগু〈েক একিট সরলেরখা িদেয় আলাদা করা েথেক শুরু কেরিছলাম এবং েশষ কেরিছ আরও সম⍒ৃ একিট গণনামলূক
উদাহরেণ, েযখােন েনটওয়ােকর্র প্যারািমটার স্বয়ংিক্রয়ভােব সমিন্বত হেয় একিট বক্র িস⍒া⍡সীমা ৈতির হেয়েছ। গিণেত রহস্যময় িকছ ু
েযাগ করা হয়িন: বা⎶বায়নিট েকবল বহৃৎতর ে⎱েল এবং উ⌨ গিতেত অ্যাফাইন সমন্বয়, সিক্রয়করণ ফাংশন, অবকলজ, ম্যািট্র⌕ গুণ এবং
েগ্রিডেয়⍛-িডেস⍛ হালনাগাদেক সংগিঠত ও পনুরাবৎৃত কের [3, 7]।
এই প্রবে⍩র সে⌣ সংি⎥⎨ সব গণনামলূক উপাদান — েকাড এবং চলমান Google Colab েনাটবকুসহ — https://neuralmath.org-এ
পাওয়া যায়। উদাহরণগুেলা অেন্বষণ, পনুরুৎপাদন বা পিরবতর্ন করেত ই〈ুক পাঠেকর জন্য এিট একক প্রেবশিব⍦ু িহেসেব কাজ কের।

কৃিত্রম বিু⍒মৎতা ব্যবহােরর িববিৃত। েলখক খসডা় ৈতির, ভাষা সংেশাধন, উপ⎺াপনার সংগঠন এবং িশক্ষামলূক িচত্র ৈতিরেত OpenAI
িনিমর্ত ChatGPT-েক সহায়ক সর⌴াম িহেসেব ব্যবহার কেরেছন। গািণিতক উপাদােনর ধারণা ও িবকাশ, েকাড এবং ব্যবহৃত তথ্যসতূ্রসহ
এই কােজর চডূা়⍡ িবষয়ব␏র স⎅ূণর্ দািয়ত্ব েলখেকর।
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